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التمريـــــــن ◄

(I)  نعتبر الدالة𝑔  0[المعرفة على المجال; كما يلي: ]∞+

𝑔(𝑥) = 1 + 𝑥2 + ln 𝑥 

 . 𝑔ادرس تغيرات الدالة  (1

𝑔(𝑥)بين أن المعادلة  (2 = 0.32حيث:  𝛼تقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 0.33 .

;0[على المجال  𝑔(𝑥)إشارة  𝑥استنتج حسب قيم  (3 +∞[ .

(II)  نعتبر الدالة𝑓 0[جال المعرفة على الم; كما يلي: ]∞+

𝑓(𝑥) = −𝑥 +
2 + ln 𝑥

𝑥
;𝑜)تمثيلها البياني في مستوِ منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  (𝐶𝑓) ونسمي  𝑖, 𝑗) .

دالة عند أطراف مجموعة تعريفها.احسب نهايات ال (1

 : 𝐷𝑓من  𝑥ين أنه من أجل كل ب (2

𝑓′(𝑥) = −
𝑔(𝑥)

𝑥2

. 𝑓الدالة  ول تغيراتثم شكل جد

𝑓(𝛼)بين أن:  (3 = 2 (
1

2𝛼
− 𝛼)  ثم عين حصرا للعدد ،𝑓(𝛼) .

𝑙𝑖𝑚أ/ احسب  (4
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥]  ثم استنتج أن ، (𝐶𝑓)  يقبل مستقيما مقاربا مائلا(Δ)  يطلب تعيين

 معادلته.

. (Δ)والمستقيم  (𝐶𝑓) ب/ ادرس الوضع النسبي بين المنحني 

 عيينها.في نقطة يُطلب ت (Δ)يوازي المستقيم  (𝑇)يقبل مماس  (𝐶𝑓) حني ن المناثبت أ (5

يقطع محور الفواصل  (𝐶𝑓) . علما أن  (𝐶𝑓) والمنحني  (𝑇)، المماس  (Δ)مثل بيانيا كل من المستقيم  (6

 حيث: 𝑥1و  𝑥0في نقطتين 

0.1 < 𝑥0 < 1.5 وَ 0.2 < 𝑥1 < 1.6 

(III) ة نعتبر الدالℎ  المعرفة على المجال] − 1; كما يلي: ]∞+

ℎ(𝑥) = −𝑥 + 1 + 2 +
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
;𝑜)تمثيلها البياني في مستوِ منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  (𝐶ℎ) ونسمي  𝑖, 𝑗) . 

 : 𝐷ℎمن المجال  𝑥ه من أجل كل أ/ بين أن (1

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1) + 2 

𝑦عادلة ذو الم (𝐷)ب/ بين أن المستقيم  = −𝑥 +  ∞+في جوار  (𝐶ℎ)مقارب مائل لـ  1
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 بتحويل بسيط يُطلب تعيينه . (𝐶𝑓) هو صورة المنحني  (𝐶ℎ) بين أن المنحني  /أ (2

. (𝐶ℎ) ب/ مثل بيانيا المنحني 

3) 𝑚  ،وسيط حقيقي غير معدوم(𝑇𝑚) معادلته:  ممستقي

𝑦 = ln(|𝑚|) 𝑥 + 1 

 يُطلب تعيينها.تشمل نقطة ثابتة  (𝑇𝑚)تقيمات سأ/ برهن أن جميع الم

 التالية: 𝑥ذات المجهول  (𝐸)عدد حلول المعادلة  𝑚ب/ ناقش بيانيا حسب قيم 

ℎ(𝑥) = ln(|𝑚|) 𝑥 + 1 … (𝐸) 
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التمريـــنحل  ◄

(I)
: 𝑔دراسة تغيرات الدالة  (1

ساب النهايات:ح -

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

[𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

[1 + 𝑥2 + ln 𝑥] 

= 0 − ∞ 

= −∞ 
• 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
[𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
[1 + 𝑥2 + ln 𝑥] 

= +∞ + ∞ 

= +∞ 

: 𝑔′(𝑥)سة درا-

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 +
1

𝑥

=
2𝑥2 + 1

𝑥
𝑔′(𝑥)لدينا  >  ومنه: 0

: 𝑔(𝑥)جدول تغيرات  -

+∞ 0 𝑥 
+ 𝑔′(𝑥) 

+∞ 

𝑔(𝑥) 

−∞ 

𝑔(𝑥)بين أن المعادلة تب (2 = : 𝛼يدا تقبل حلا وح 0

 مستمرة ومتزايدة على مجال تعريفها 𝑔الدالة  لدينا:

𝑔(0.33) ولدينا: = 𝑔(0.32) و  0.0002 = −0.03 

𝑔(0.33) ولدينا: × 𝑔(0.32) < 0 

𝑔(𝑥)ومنه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  = 0.32حيث:  𝛼تقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 0.33 . 

;0[ال على المج 𝑔(𝑥)إشارة  𝑥ج حسب قيم ااستنت (3 +∞[ :

+∞ 𝛼 0 𝑥 
+ 0 − 𝑔(𝑥) 

(II)
:عة تعريفهانهايات الدالة عند أطراف مجمو حساب (1
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• 𝑙𝑖𝑚
𝑥

>
→0

[𝑓(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥

>
→0

[−𝑥 +
2 + ln 𝑥

𝑥
] 

=
−∞

0+
 

= −∞ 

 التفسير الهندسي: -

 (𝐶𝑓)  معادلته  ∞−يقبل مستقيم مقارب عمودي بجوار𝑥 = 0  

 ملاحظة:

)لكتابة هذه ا
−∞

0+  رمز لعدد كبير فقط ولا يمكن حساب صورته ∞لأن  غير رياضية، (

 ابتها للتسهيل للتلميذ فقطولكن تعمدت كت

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[−𝑥 +
2 + ln 𝑥

𝑥
] 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[−𝑥 +

2
𝑥

+
ln 𝑥

𝑥
1

] 

= −∞ 

𝑙𝑖𝑚لان: 
𝑥→+∞

[
ln 𝑥

𝑥
] = 0 

𝐷𝑓 :𝑓′(𝑥)من  𝑥ين أنه من أجل كل يبت (2 = −
𝑔(𝑥)

𝑥2
 : 

𝑓′(𝑥) = −1 +

1
𝑥

𝑥 − (2 + ln 𝑥)

𝑥2
 

=
−𝑥2 − 1 − ln 𝑥

𝑥2
 

= −
𝑥2 + 1 + ln 𝑥

𝑥2
 

= −
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

𝑥2 لدينا >  . 𝑔(𝑥)من إشارة  𝑓′(𝑥)ومنه إشارة  0

 

 جدول التغيرات: -

+∞ 𝛼 0 𝑥 
− 0 + 𝑓′(𝑥) 

 𝑓(𝛼)  𝑓(𝑥) 

    

+∞   −∞ 
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𝑓(𝛼)ين أن: يبت (3 = 2 (
1

2𝛼
− 𝛼) :

 لدينا:

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 𝛼2 + 1 + ln 𝛼 = 0 

⇒ ln 𝛼 = −(𝛼2 + 1)

 ولدينا:

𝑓(𝛼) = −𝛼 +
2 + ln 𝛼

𝛼

=
−𝛼2 + 2 − (𝛼2 + 1)

𝛼

=
−2𝛼2 + 1

𝛼

= 2 (
1

2𝛼
− 𝛼)

: 𝑓(𝛼)حصر  -

 لدينا:

0.32 < 𝛼 < 0.33 

−0.33 < −𝛼 < −0.32 … (1)

 ولدينا:

0.32 < 𝛼 < 0.33 
0.64 < 2𝛼 < 0.66 

1

0.66
<

1

2𝛼
<

1

0.64

1.51 <
1

2𝛼
< 1.66 … (2) 

 نجد:طرفا لطرف  (2)و  (1)بجمع 

1.18 <
1

2𝛼
− 𝛼 < 1.34

2.18 < 2 (
1

2𝛼
− 𝛼) < 2.34

 إذن:

2.18 < 𝑓(𝛼) < 2.34 

𝑙𝑖𝑚 حسابأ/  (4
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥] :

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[−𝑥 +
2 + ln 𝑥

𝑥
+ 𝑥]

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[
2 + ln 𝑥

𝑥
] 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[
2

𝑥
+

ln 𝑥

𝑥
] 
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= 0 

𝑦يقبل مستقيم مقارب مائل معادلته  (𝐶𝑓) ومنه  = −𝑥 

 : (Δ)والمستقيم  (𝐶𝑓) الوضع النسبي بين المنحني  دراسةب/ 

𝑓(𝑥)ندرس إشارة الفرق  − 𝑦 : 

𝑓(𝑥) − 𝑦 =
2 + ln 𝑥

𝑥
 

𝑥لدينا  >  ومنه الإشارة من البسط: 0

2 + ln 𝑥 = 0 ⇒ ln 𝑥 = −2 

⇒ 𝑥 = 𝑒−2 

 ومنه:

+∞ 𝑒−2 0 𝑥 
+ 0 − 𝑓(𝑥) − 𝑥 

 الوضعية: -

•  (𝐶𝑓)  تحت(Δ)  لما𝑥 ∈ ]0; 𝑒−2[ . 

•  (𝐶𝑓)  يقطع(Δ)  في النقطة ذات الفاصلة𝑒−2 . 

• (𝐶𝑓) فوق (Δ)  لما𝑥 ∈ ]𝑒−2; +∞[ . 

 : (Δ)يوازي المستقيم  (𝑇)يقبل مماس  (𝐶𝑓) ت أن المنحني ااثب (5

(𝑇) وازي ي(Δ)  :معناه𝑓′(𝑎) = −1   

 ومنه:

𝑓′(𝑎) = −1 ⇒ −
𝑎2 + 1 + ln 𝑎

𝑎2
= −1 

⇒ 𝑎2 + 1 + ln 𝑎 = 𝛼2 

⇒ 1 + ln 𝛼 = 0 

⇒ ln 𝑎 = −1 

⇒ 𝑎 = 𝑒−1 

 ومنه:

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝛼) 

= −𝑥 + 𝑒−1 − 𝑒−1 +
2 + ln 𝑒−1

𝑒−1
 

= −𝑥 + 𝑒 
 التمثيل البياني: (6

 على معلم متعامد ومتجانس: ات التمثيلخطو

𝑥 : المقارب العموديالمستقيم نرسم  • = 0 

 ع محور الفواصل م (𝐶𝑓) تقاطع المنحني نقط  𝑥1و  𝑥0نعين  •
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 (Δ): لائالمالمقارب المستقيم نرسم  •

 (𝑇)مماس الرسم ن •

 (𝐶𝑓)نرسم ثم باستعمال جدول التغيرات  •

 
 

(III)  

𝐷ℎ : ℎ(𝑥)من المجال  𝑥ه من أجل كل أنّ ينتبي /أ (7 = 𝑓(𝑥 + 1) + 2 : 

𝑓(𝑥 + 1) + 2 = −(𝑥 + 1) +
2 + ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
+ 2 

= −𝑥 − 1 +
2 + ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
+ 2 

= −𝑥 + 1 +
2 + ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
 

= ℎ(𝑥) 

𝑦المعادلة ذو  (𝐷)أن المستقيم  تبيينب/  = −𝑥 +  : ∞+في جوار  (𝐶ℎ)مقارب مائل لـ  1

 لدينا:

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[ℎ(𝑥) − (−𝑥 + 1)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[−𝑥 + 1 +
2 + ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
+ 𝑥 − 1] 
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= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[
2 + ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
] 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[
2

𝑥 + 1
+

ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
] 

= 0 
𝑦ذو المعادلة  (𝐷)المستقيم ومنه  = −𝑥 +  ∞+في جوار  (𝐶ℎ)مقارب مائل لـ  1

:بتحويل بسيط يُطلب تعيينه  (𝐶𝑓) هو صورة المنحني  (𝐶ℎ) ن أن المنحني تبييأ/  (8

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1) + 2 

= 𝑓(𝑥 − (−1)) + 2 

;𝑢⃗⃗(−1عه: اب شعانسحاب (𝐶𝑓) هو صورة  (𝐶ℎ) ومنه  2) 

 : (𝐶ℎ) لـ  التمثيل البيانيب/ 

 :(𝐶ℎ) و  (𝐶𝑓) يل تمث

:يُطلب تعيينهاتشمل نقطة ثابتة  (𝑇𝑚)ن أن جميع المستقيمات اأ/ بره (9

;𝐴(𝑥1النقطة  رض أننف 𝑦1) م يتنتمي إلى المستق(𝑇𝑚) تة:ونبرهن أنها ثاب 

 معناه: (𝑇𝑚)تنتمي إلى  𝐴لدينا: 
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𝑦1 = ln(|𝑚|) 𝑥1 + 1 
⇒ ln(|𝑚|) 𝑥1 − 𝑦1 + 1 = 0 … (3)

 ملاتهوينعدم اذا انعدمت جميع معا ln(|𝑚|)متغيره ن كثير حدود ة ععبار (3)المعادلة 

 أي:

{
𝑥1 = 0

−𝑦1 + 1 = 0
⇒ {

𝑥1 = 0
𝑦1 = 1

;𝐴(0 تشمل النقطة (𝑇𝑚) اتالمستقيم اذن: 1) 

 :المناقشة البيانيةب/ 

 ذات المعادلةمات المستقيمع  (𝐶ℎ) لمنحني ا نقط تقاطع فواصل هي (𝐸)لمعادلة حلول ا

𝑦𝑚 = ln(|𝑚|) 𝑥 + 1 

 ومنه:

|ln|𝑚 لما = |𝑚| أي 1− = 𝑒−1 أي 𝑚 = 𝑒−1  َو𝑚 = −𝑒−1 المعادلة تقبل حلا وحيدا 

|ln|𝑚 لما < |𝑚| أي 1− < 𝑒−1 أي −𝑒−1 < 𝑚 < 𝑒^ −  المعادلة تقبل حلا وحيدا 1

|ln|𝑚 لما > |𝑚| أي 1− > 𝑒−1 أي 𝑚 ∈] − ∞; −𝑒−1[∪]𝑒−1;  نالمعادلة تقبل حلا ∞+

►فيق في شهادة البكالوريا بالتو ◄


