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المستقیم المقارب  
� 

 التفسیر الھندسي  النھایة 

�→�lim العمودي ① �	
� � 
المستقیم ذو المعادلة ∞ � (المُوازي لمحور   �

 .����مقارب ل ـ التراتیب)


	��→�lim فقي لأا②� � �المستقیم ذو المعادلة � � (المُوازي لمحور �

 .∞عند  ����مقارب ل ـ الفواصل)

	���→�lim المائل③� � 	�
 � ��� � �المستقیم ذو المعادلة 0 � �
 � مائلمقارب  �

 .∞عند  ����لـ
�إذا كان: ملاحظة:�	
� � �
 � � � �	
�

lim�→��	
� � 0 	،

�المستقیم ذو المعادلة   فإنّ: � �
 �  .∞عند  ����لـمائل مقارب  �

 ویكون معناه� الداّلة  

   الصفربالنسبة إلى  متناظرة �!  )1  الزوجیة①

 )�!من  
� فإنّ ، �!ن م 
من أجل كل   أي:(

2(  	 �	�
� � �	
� . 

بالنسبة إلى  متناظرمنحناھا 
  . محور التراتیب

 الصفربالنسبة إلى  متناظرة �!  )1  الفردیة ②

 )�!من  
� فإنّ ، �!من  
من أجل كل   أي:(

2(  �	�
� � ��	

�	�أو  �� � �	
� � 0. 

إلى  نسبةبال متناظرمنحناھا 
  . مبدأ المعلم


المستقیم ذو المعادلة   التناظر محور ① � معناه:، ����للمنحنى  محور تناظر "

�	2" � 
� � �	
"	�أو  � � 
� � �	" � 
�. 

;"	$النقطة    مركز التناظر ② معناه:، ����للمنحنى  مركز تناظر �&

�	2" � 
� � �	
� � "	�أو  &2 � 
� � �	" � 
� � 2&. 
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 ونكتب  الطریقة�

مع حامل محور � '�تقاطع  ①

� '�  التراتیب ∩ 	))*�
	  نحسب � �	0�.  �' � ∩ 	))*� � +,	-;… �/ 

حامل محورع م � '�تقاطع  ②

� '�  الفواصل  ∩ 	00′�
  نحل المعادلة �

�	
� �  .�!في   0

�' � ∩ 	00′� � +,	… ; -�; 2	… ; -�/

ً -) صیغ 06ھناك سِتُّ (   ھي المفتاح للإجابة -0معرفة فاصلة نقطة التمّاس  لطرح سؤال المماس، لكن تبقى  -تقریبا
  على أي منھا كما سنرى:  

 كیفیة الإجابة الطــــــــــرح �الصیغة

الصیغة  
الأولى  

 (العادیة)

  ����اكتب معادلة المماس للمنحنى  

3
عند النقطة ذات الفاصلة  .  
�نكتب الدستور:  � �*	
3�	
 � 
3� � �	
3�

  بقیمتھا المُعطاة. 3
حیث نعوض  

الصیغة  
 الثانیة

  ����للمنحنى   اكتب معادلة المماس

  .�3عند النقطة ذات الترتیب  
3
	�نحلّ المعادلة � � نكون 3
، وعند تعیین قیمة  �3

  قد عُدنا إلى الحالة الأولى (العادیة). 

الصیغة  
 الثالثة 

 -أو أكثر-بیّن أنّھ یوجد مماس 

میلھ (أو معامل ����للمنحنى  

  . "یساوي  توجھیھ)

3
	′�عادلة نحلّ الم� � 3
، وعند تعیین قیمة (أو قیم) "
  نكون قد عُدنا إلى الحالة الأولى (العادیة).

  عدد الحلول یدلّ على عدد المماسات. ملاحظة:

الصیغة  
 الرابعة

 -أو أكثر-بیّن أنّھ یوجد مماس 

المستقیم  یوُازي ����للمنحنى  

�ذا المعادلة  � "
 � & .  

3
	′�دلة نحلّ المعا� �  عُدنا إلى الحالة الثانیة. ، "

 مستقیمان متوازیان لھما نفس معامل التوجیھ. ملاحظة:

الصیغة  
 الخامسة 

 -أو أكثر-بیّن أنّھ یوجد مماس 

المستقیم  یعُامد ����للمنحنى  

�ذا المعادلة  � "
 � & .  

"نحلّ المعادلة  4 �′	
3� � �1 .  

اء معاملي توجھیھما تعامدان، جدمستقیمان م ملاحظة:
  ).�1یساوي ( 

الصیغة  
 السادسة 

 -أو أكثر-بیّن أنّھ یوجد مماس 

النقطة ذات  یشمل ����للمنحنى  

6
	الإحداثیي  ; �6�. 

7(نحلّ المعادلة � �*	
3�	07 � 
3� � �	
3� ،

لى الحالة الأولى عُدنا إ نكون قد 3
وعند تعیین قیمة (أو قیم) 
 (العادیة). 

 الوضعیة النسبیة  إشارة الفرق�الطریقة

ندرس إشارة الفرق 
 	0� � 	80 � 9� 

� �	
� � 	�
 � �� : 0
� �	
� � 	�
 � �� ; 0
� �	
� � 	�
 � �� � 0 

. �∆	 فوقیقع  ���� �

.�∆	  تحتیقع  ���� �

.�∆	 یقطع ���� �
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  (ح ع ت):  >>التعيينعدم <<أ) حالات  

  حاصل القسمة   الجداء    الجمع  � توجد

�∞�	  ) أشكال04أربع ( � 	�∞� 
 والعكس

0 4∞ 
  والعكس

∞
∞ 

0
0 

  :∞�أو  ∞�عند   †ë‡y@�r×@òÛaČ†#ب) نهاية  

o عند حدھا الأعلى درجة ةاينه ھيالة كثیر حدود لدّ  ∞� عندوَ  ∞�  عند النهاية  �∞ )�∞(.  

�	
� � 0= � 
 � 2 �	
� � 
> � ?0= � 1 

lim�→@��	
� � lim�→@�	0=� lim�→A��	
� � lim�→A�	0=� 
lim�→@��	
� � lim�→@�	�?0=� lim�→A��	
� � lim�→A�	�?0=� 

  : ∞�أو ∞�عند  †òÔ bã@òÛaČ#ج) نهاية 

o عند  الأعلى درجةحاصل قسمة الحدین  نهاية ھي ناطقةالة لدّ  ∞� عندوَ  ∞�  عند النهاية �∞ )�∞( . 

o لحساب نهايات #òÔ bã@òÛaČ† نتذكّر أنّ: ؛عند أطراف مجالي مجموعة تعریفھا 
B
3 � بدراسة إشارة  ويحدد ∞

  مجموعة التعریف. وحسبالیسار على الیمین و المقام

  زوجي  C  فردي C  المقام من الشكل/ حیث 


D	 
	C ∈ F∗�  إشارة
D   من إشارة
  

    0النھایة عند 

lim
�H→3 �I

			J B
3KL       َوlim

�M→3 �I
			J B

3NL  


إشارة D  ) موجب
D O 0(  

  0د یة عنالنھا

J B
3NL    lim�→3 �I   

	�
 � ��D	 
	C ∈ F∗� 


�	إشارة  � ��D   من إشارة	�
 � ��  

�النھایة عند   �
8 :  

lim
�H→@PQ 	��AR�

I 			J B
3Q	 إشارة	عكس

L 

limوَ 
�M→@PQ 	��AR�

I 			J B
3Q	 إشارة	عكس

L  


�	إشارة  � ��D   موجب	�
 � ��D O 0   

�النھایة عند   �
8 :  

lim
�→@PQ 	��AR�

I 			J B
3NL   

�
> � �
 � S   ندرس إشارة�
> � �
 � S  باستعمال المميز∆� �> � 4�S  


�إشارة  ج)  � � 	� U 0�:  

�∞                   � R
�                   �∞            
 


�  �إشارة   عكس �إشارة   مثل � � 
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	V  إشارةج) � � �
> � �
 � S 	� U 0�:  

�∆  المـــــــــــــمیز  �> � 4�S 
�0	Wحلول المعادلة   �   Xفي   -

  �0	Wتحلیل    �0	Wإشارة  

  ∆; 0 
  Y � ∅ 

  �∞              �∞            
 

	V  �إشارة   مثل�    


	Vلا یمُكن تحلیل �  
  

  ∆� 0 
  

Y � [� �
2�\ 

  �∞      � R
>�   �∞            
 

   مثل
 �إشارة  

   مثل
  �إشارة  

V	
� 
   

V	
� � �	
 � 
3�> 
  

 )
3 � � R
>� (  

  ∆: 0 
Y � +
]; 
>/ 

   حیث:

 
] � @R@√∆
>�  

 
> � @RA√∆
>�  

  �∞ 
>     
]	  �∞   
 
 مثل

  �إشارة  

 عكس
  �  إشارة

 مثل
  �إشارة  

  V	
� 
_0(نفرض أنّ   ; 0?(  

  V	
� � �	
 � 
]�	
 � 
>� 
  

   

 مألوفة:أ. مشتقات دوال 

�0	′   مجالات قابلیة الاشتقاق �  	0� � 

X 0 `   )` ∈ X (  

X 1 
 

X C
D@] 
D ) C ∈ F  وC O 2 (  

��∞; ;�0  وَ  �0 �∞� � ]
�a    

]
�  

��∞; ;�0  وَ  �0 �∞�  � C

DA] 

]
�I ) C ∈ F  وC O 2 (  

�0; �∞�  
]

>√�  √
 

X �scC
 cef
 

X cef
 scC
 

  .عدد حقیقي `و Xمن  i على مجال قابلتان للاشتقاقداّلتان  hو g والعمليات على الدوال:ب. المشتقات 

j
k  )  الداّلةh على لا تنعدم i (  

1
h gh `g g � h  الداّلة  

g*h � h′g
h>  

�h′
h  g*h � h′g `g′ g′ � h′ المشتقة  

Zwöbnã@@ @
 .Xعلى   للاشتقاقكثیرات الحدود قابلة الدوّال  �
  . في مجموعة تعریفھا محتوىكل مجال على  الناطقة قابلة للاشتقاقالدوّال  �

  ج. الاشتقاقية والاستمرارية:  

  وعكس ھذه الخاصیة لیس صحیح.على ھذا المجال  مستمرة فإنّـــھا، iعلى مجال   قابلة للاشتقاق   إذا كانت

Zòj×‹ß@òÛaČ†@ÖbÔn’a@ @
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hأ. مشتقة الدالة   ∘ g:  	h ∘ g�*	
� � g′	
� 4 h′�g	
��
 ب. تطبيقات:


مشتقة الدالة   ↦ g	�
 � ��    )� U 0 (     

�′	
� � �g′	�
 � �� �	
� � g	�
 � �� 

مشتقة الدالة   ↦ ng	
� 

�′	
� � g′	
�
2ng	
��	
� � ng	
� 


مشتقة الدالة   ↦ �g	
��D    )C   عدد طبيعي يحققC O 2  ( 

�′	
� � Cg′	
��g	
��D@] �	
� � �g	
��D 


مشتقة الدالة   ↦ ]
�j	���I    )C   عدد طبيعي يحققC O 1  (

�′	
� � �Cg′	
�
�g	
��DA] �	
� � 1

�g	
��D 

یمُكن أنّھ  ھو:  تفسیرھا البیاني (أو الھندسي) فإنّ  oمستمرة على   � إذا كانت، Xمن  iعلى مجال   معرّفةداّلة  �
  . دون رفع القلم (الید) oرسم منحناھا البیاني على 

  نتائــــــــج: 
 من مجموعة تعریفھا.  مستمرة على كل مجال الدوّال المرجعیة �
 .Xمستمرة على  ھي دوّال  ''fcC'' و'' Sefالدوّال كثیرات الحدود؛ '' �
 من مجموعة تعریفھا.  مستمرة على كل مجالھي دوّال  صل قسمة كثیري حدود)الدوّال الناطقة (حا  �
 .مستمرةدوّال مستمرة ھي دوّال  مجموع؛ جداء وتركیب �

  مبرهنة القيم المتوسطة: 

التفسير البياني (أو الهندسي)    مبرهنة القيم المتوسطة (تقبل دون برهان) 

  ''لمبرهنة القيم المتوسطة''

`الحالة العامة (  � ∈ X(

;��على المجال  معرّفة ومستمرةداّلة  �إذا كانت  من أجل كل  ، ��
   ،��	�وَ  ��	�بین  محصور `عدد حقیقي 


	�المعادلة  فــإنّ:� � ;��في المجال    تقبل حلا على الأقل ` ��. 

المستقیم ذو المعادلة  یقطع ����المنحنى  

� � في على الأقل في نقطة واحدة  `

;��ل المجا �� . 

`الحالة الخاصة ( � � 0(

;��على المجال  معرّفة ومستمرةداّلة  �إذا كانت  ��،   
��	�أي: ،��	�وَ  ��	�بین  محصور  0وكان  4 �	�� ; 0   

	�المعادلة  فــإنّ:� � ;��في المجال    الأقلتقبل حلا على  0 ��. 

حامل محور  یقطع ����المنحنى  
في  في نقطة واحدة على الأقل الفواصل 

;��المجال  �� .  

  وحدانية الحل 

`الحالة العامة (  � ∈ X(

;��على المجال   رتیبة تماماو معرّفة ومستمرةداّلة  �إذا كانت  �� ،
   ،��	�وَ  ��	�بین  محصور  `من أجل كل عدد حقیقي 


	�المعادلة  فــإنّ:� � ;��في المجال   pتقبل حلا وحیدا   ` ��.  

المستقیم ذو المعادلة  یقطع ����ى  المنحن

� � في   pفي نقطة واحدة فاصلتھا   `

;��المجال  �� . 
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`الحالة الخاصة ( � � 0(

;��على المجال   رتیبة تماماو معرّفة ومستمرةداّلة  �إذا كانت  ��، 
��	�أي: ،��	�وَ  ��	�بین  محصور  0وكان  4 �	�� ; 0   

	�المعادلة  فــإنّ:� � ;��في المجال   pتقبل حلا وحیدا   0 ��.  

حامل محور  یقطع ����المنحنى  
في   pفي نقطة واحدة فاصلتھا  الفواصل 

;��المجال  �� .  

;��طُرق اثبات ''وجود'' حلول معادلة في مجال  مبرهنة القيم المتوسطة''  ''باستعمال  ��

`الحالة العامة (  ∈ X(  ) الحالة الخاصة` � 0(  


	�نكتب المعادلة من الشكل / 1� �  (إن لم تعُطى لنا)  `
;��على المجال  �الداّلة  نتحقّق من استمراریة/2 ��.  
وذلك ، ��	�وَ  ��	�بین   محصور  `من أنّ   نتحقّق/3

  . بعد حسابھما 


	�نكتب المعادلة من الشكل / 1� �  (إن لم تعُطى لنا)  0
;��المجال  على �الداّلة  نتحقّق من استمراریة/2 ��. 
�8	 من أنّ   نتحقّق/3 4  	9� ; وذلك بعد ، -

  . حسابھما 
ZòÄyýß  و مستمرة �في حالة الداّلة  تمدیداتتقبل المبرھنات السابقة عدة ً   مفتوح مجالعلى  رتیبة تماما

  . (في حالة المجال مفتوح نستعمل النھایات)  غیر محدود أو  محدود، مفتوح من إحدى الجھتین أو

 
 

 ) 02(الشكل  ) 01(الشكل 


	�المعادلة من الشكل  � � q ،  

q  .وسیط حقیقي


	�  المعادلة من الشكل� � �
 � q ،

q  .وسیط حقیقي


	�ن الشكل  المعادلة م� � �	q� ،

q  .وسیط حقیقي


	�المعادلة من الشكل  � � q
 � � ،

q  .وسیط حقیقي

مُوازیة   المناقشة مائلة 
للمستقیم ذو المعادلة  

� � �
 � � .

حول   المناقشة دورانیة 
;0	rالنقطة   ��.

مُوازیة لمحور الفواصل.  المناقشة أفقیة

[ 	8� � 9
 ′	8� � -

88

99
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؛ ویكون الاستنتاج حسب صیغة السؤال  tلداّلة  -مثلا- ��s	أنْ نستنتج منحنیاً آخر  ، قد یطُلب منّا ����بعد إنشاء  
  كما سیأتي:   

  كيفية الإجابة  ــــــــــرح الط  الصيغة

الصيغة 

  الأولى  

   t  الداّلة منحنى ��s	استنتج  

	t حیث:� � |�	
�| .  


	�التي تكون فیھا  على المجالات  �� O 0   

  على محور الفواصل أو فوقھ)  ���� (أي یكون فیھا

	tنحصل على � � �	
  . � '�ینطبق على  �v'	؛ ومنھ �


	�التي تكون فیھا  الات على المج �� w 0   

  على محور الفواصل أو تحتھ)  ���� (أي یكون فیھا

	tنحصل على � � ��	
 � '�نظیر   �v'	؛ ومنھ یكون  �

  . بالنسبة إلى محور الفواصل
الصيغة 

  الثانية 

 t  الداّلة منحنى ��s	استنتج  

	t حیث:� � �	|
|� .  

  
یطُلب منّا أوّلا  عادةً ما ملاحظة:

  . زوجیة tأن نثُبت أنّ 


إذا كان  � O 
و 0 ∈ 
  أي �! ∈ !� ∩ �0;�∞�  

)
 ) �!الجزء الموجب من  ینتمي إلى  

	t نحصل على� � �	
  .  � '�ینطبق على  �v'	؛ ومنھ �

بالتناظر بالنسبة إلى محور  �v'	نكُمل الجزء المتبقي من   �
  . زوجیة t  لأنّ  التراتیب

الصيغة 

  الثالثة 

 tمنحنى الداّلة   ��s	استنتج  

	tحیث:� � �	�|
|�.  

  
عادةً ما یطُلب منّا أوّلا  ملاحظة:

  . زوجیة tأن نثُبت أنّ 


إذا كان  � w 
و 0 ∈ 
  أي �! ∈ !� ∩ ��∞; 0�  

)
 ) �!الجزء السالب من  ینتمي إلى  

	t نحصل على� � �	
  .  � '�ینطبق على  �v'	نھ ؛ وم�

بالتناظر بالنسبة إلى محور  �v'	نكُمل الجزء المتبقي من   �
  . زوجیة t  لأنّ  التراتیب

الصيغة 

  الرابعة 

   tمنحنى الداّلة   ��s	استنتج  

	t حیث:� � ��	
�.  

� 	'v�   بالنسبة إلى محور الفواصل.  � '�ھو نظیر  

الصيغة 

  سة الخام

   tمنحنى الداّلة   ��s	استنتج  

	t حیث:� � �	�
�.  

� 	'v�   بالنسبة إلى محور التراتیب.  � '�ھو نظیر  

الصيغة 

  السادسة  

   tمنحنى الداّلة   ��s	استنتج  

	t حیث:� � ��	�
�.  

� 	'v�   بالنسبة إلى مبدأ المعلم.  � '�ھو نظیر  

الصيغة 

  السابعة 

التي  tمنحنى الداّلة   ��s	ستنتج  ا
  تحقق:

t	
� � �	
 � �� � `.  

xyyzبالانسحاب ذي الشعاع   � '�من  �v'	نستنتج   � J�9{ L.  

gyzبالانسحاب الذي شعاعھ  ����  صورة ��s	 أي( J��̀L(  

الصيغة 

  الثامنة 

التي  tمنحنى الداّلة   ��s	استنتج  

	t  تحقق:� � �	
� � ` .  

�ھذه الصیغة ھي الصیغة السابعة في حالة  � � 0. 
� 	�s� بالانسحاب الذي شعاعھ  ����  صورة`|z.  

الصيغة 

  التاسعة

التي  tمنحنى الداّلة   ��s	استنتج  

	t  تحقق:� � �	
 � �� .  

`ھذه الصیغة ھي الصیغة السابعة في حالة  � � 0. 
� 	�s� بالانسحاب الذي شعاعھ  ����  صورة��}z.  
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الصيغة 

    العاشرة

التي  tمنحنى الداّلة   ��s	استنتج  
  تحقق: 

t	
� � `�	
`؛ � ∈ X∗.  
  

 بضرب ترتیب  0ذات الفاصلة   �v'	 نحصل على نقطة من �
  .0فاصلتھا   � '� نقطة من 7؛ حیث  }في العدد   7النقطة 

  

lims→3  إذا وفقط إذا كانت 3
عند  قابلة للاشتقاق �تكون  �	�~As�A�	�~�s � ~�→�limأو  �
�	��A�	�~�

�@�~ � � ،

�-0	′ حیث  � � ∈ X  المنحنى   ھو: تفسیرھا البیاني (أو الھندسي)و. -0عند     العدد المشتق للداّلةیسمى

  : معادلتھ من الشكلو، �3
	*� معامل توجھیھ 3
عند النقطة ذات الفاصلة  مماسیقبل  ����

� � �*	
3�	
 � 
3� � �	
3�  

  (خريطة ذهنية)   مخطط توضيحي

  
  

@ @

����������äÈßêb�������������@ @
  أو 

  
  
  

ZknØã@ @
  
  

@��ÐnÛa الهندسي@‡ÈÜÛ†@المشتقZ@ @

  
  
  

‡ÈÜÛ@òîãbîjÛa@ñõa‹ÔÛa†@المشتقZ@ @

@ @
  
  
  
  
  
  
  

 -0قابلة للاشتقاق عند   

lims→3
�	
3 � t� � �	
3�t � �  lim�→�~

�	
� � �	
3�
 � 
3 � �  

 .�-0	′  ونرمز لھ بالرمز، -0عند   د المشتق للداّلة العد یسمى �

lims→3
�	
3 � t� � �	
3�t � lim�→�~

�	
� � �	
3�
 � 
3 �  ′	0-�  

;-0	,عند النقطة   ����بیانیا (أو ھندسیا) معامل توجیھ مماس المنحنى  یمُثل -(، حیث �-( �  	0-� .  

  .-0 ذات الفاصلة عند النقطة ����بیانیا (أو ھندسیا) معامل توجیھ مماس المنحنى  یمُثل بصیغة أخرى:

من   Bو Aأخذ نقطتین  ب  إیجاده بیانیایمُكن 

ھذا المماس معلومتین الإحداثیات  

3
	′�فنجد: � � ��@��
��@��.  

عند النقطة   ����إذا كان المماس للمنحنى 

 فإنّ  مُوازیا لمحور الفواصل 3
ذات الفاصلة  
3
	′� أي معامل توجیھھ معدوم� � 0 

�معادلتھ من الشكل  وتكون  � �	
3�. 
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lim إذا كان:
sH→3

�	�~As�@�	�~�
s � limوَ  [�

sM→3
�	�~As�@�	�~�

s �    .عددان حقیقیان <�و [� ، حیث<�

3
	*��وعددھّا المشتق ھو   من الیسار  -0قابلة للاشتقاق عند    فإنّ � � �].  

��وعددھّا المشتق ھو   من الیمین -0قابلة للاشتقاق عند     و  *	
3� � �>.  
_�في حالة ( U   . -0غیر قابلة للاشتقاق عند   نقول أنّ  )،?�

  .����للمنحنى  نقطة زاویة: 3
ھو أنّ النقطة ذات الفاصلة   التفسیر الھندسيویكون 

lim النھایتان السابقتان على الشكل التالي:كتب قد تُ  :01ملاحظة 
�H→�~

�	��@�	�~�
�@�~ � limوَ  [�

�M→�~
�	��@�	�~�

�@�~ � �>  

  :تھمامعادلا نقطة الزاویةعند  نصفي مماسینیقبل  ����  المنحنى :02ملاحظة 

[� � ��*	
3�	
 � 
3� � �	
3�
 O 
�]وَ  3 � ��*	
3�	
 � 
3� � �	
3�
 w 
3.  

:حتى لو كانت   النقطة الزاویة موجودةتبقى  تنبيه ً   .∞والأخرى  إحدى النھایتین السابقتین عدداً حقیقیا

  

  یلي:  ؛ نقوم بماعطافنقطة الان لتعیین، بصفة عامة

 ،   إشارتھمُغیرّاً ، �! من 3
  عند قیمة انعدم �
	**� وجدنا فإذا،  وندرس إشارتھ، �
	**�  نحسب المشتق الثاني �

3
�� أي:؛ ����ل ـ نقطة انعطاف 3
  تكون النقطة ذات الفاصلة; �	
3��.  

� Zò–b‚@òÛby@ 
المشتق   مانعد إذا وذلك، �
	**�  دون اللجوء إلى المشتق الثاني نقطة الانعطاف تعیین، یمُكن في بعض الحالات

 أي:؛ ����لـ نقطة انعطاف 3
  تكون النقطة ذات الفاصلة، فإشارتھ ولم یغُیرّ، �! من 3
  عند قیمة �
	*� الأول

��
3; �	
3��.  

� òÄyýßZ@ 
  بالكیفیة التالیة:  نقطة الانعطاف عیینیفُرض علینا سیاق التمرین أن نُ ، في بعض الحالات

 ����أنّ  جدنافإذا و ،3
عند النقطة ذات الفاصلة  بالنسبة إلى المماس ���� ندرس وضعية المنحنىطلب منّا أن یُ 

؛ ����لـ نقطة انعطاف 3
 النقطة ذات الفاصلة نستنتج أنّ  بة إلى المماس (قبل وبعد نقطة التماس)غير وضعيته بالنس

3
�� أي:; �	
3��.  
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  الھندسي) التفسیر البیاني (أو   الاستنتاج   النھایة

 lims→3 �	�~As�@�	�~�s � �  

  

  أو
  

  lim�→�~
�	��@�	�~�

�@�~ � �  

قابلة   �الداّلة  
3
عند   للاشتقاق ،

وعددھا المشتق ھو  
�*	
3� � �.  

یھ  معامل توجھ ،3
عند النقطة ذات الفاصلة   یقبل مماس ����المنحنى 

3
	*�  (میلھ)� � �معادلتھ: و، � � �′	
3�	
 � 
3� � �	
3�.  

  
 lims→3 �	�~As�@�	�~�s � 0  

  

  أو
  

 lim�→�~
�	��@�	�~�

�@�~ � 0  

قابلة   �الداّلة  
3
عند   للاشتقاق ،

وعددھا المشتق ھو  
�*	
3� � 0.  

عند النقطة ذات   (مُوازي لمحور الفواصل) یقبل مماس ����المنحنى 
 (میلھ)معامل توجھیھ  ،3
الفاصلة 

�*	
3� � �معادلتھ: و 0 � �	
3�.  
  

 lim
sH→3

�	�~As�@�	�~�
s � �]  

  

  أو
  

 lim
�H→�~

�	��@�	�~�
�@�~ � �]  

قابلة   �الداّلة  
3
عند   للاشتقاق ،

على الیسار 
وعددھا المشتق ھو  

��*	
3� � �].  

3
عند النقطة ذات الفاصلة    یقبل نصف مماس ����المنحنى ،   

�معادلتھ:  � ��′	
3�	
 � 
3� � �	
3�.  

  
 lim

sM→3
�	�~As�@�	�~�

s � �>  

  

  أو
  

 lim
�M→�~

�	��@�	�~�
�@�~ � �>  

قابلة   �الداّلة  
3
  عند للاشتقاق، 

وعددھا  على الیمین 
المشتق ھو  

��*	
3� � �>.  

3
عند النقطة ذات الفاصلة    یقبل نصف مماس ����المنحنى ،   

�تھ: معادل  � ��′	
3�	
 � 
3� � �	
3�.  

  �] U قابلة   غیر �الداّلة    <�
3
عند   للاشتقاق.  

تسمى   ،3
عند النقطة ذات الفاصلة   یقبل نصفي مماسین ����المنحنى 
  .����نقطة زاویة للمنحنى  ھذه النقطة: 
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1 

< <

< <

< <

< <

@ @
كما یأتي: �∞	;��1المعرّفة على المجال   �المقابل ھو التمثیل البیاني للداّلة العددیة   ���المنحنى  

����  �� 	 3�� 	 3� � 1.

�وَإشارة   ���0وحددّ   �أ) بقراءة بیانیة شكّل جدول تغیرّات الداّلة -1 ��
��.

;�0من المجال   �ب) عللّ وجود عدد حقیقي  �
����یحُقق:   ��  0 .

.�∞	;��1على المجال   ����ج) استنتج إشارة 
بما یأتي: �∞	;��1ھي الداّلة العددیة المعرّفة على المجال   �- 2

����  �����������
������

��تمثیلھا البیاني في معلم متعامد   ���ولیكن ; � ; ! � .
: �∞	;��1من المجال   �أ) تحقّق أنّھ من اجل كل عدد حقیقي 

�′���  #���
������

 .�ھي الداّلة المشتقة للداّلة  ′�حیث 
limب) عیّن دون حساب  

�→(
)���*)�(�

 وفسّر النتیجة بیانیا.  )*�

limج) احسب:  
�+→*�

limوَ  ����
�→�,

����� � �� 	  وفسّر النتیجتین بیانیا.  ��1

 .�د) شكّل جدول تغیرات الداّلة 
�نأخذ -3 ≃ 0,26

.�*10 إلى ����أ) عین مُدور 
��ب) أرسم المنحنى � . 

����على الشكل:  ����أ) أكتب  -4  � 	 1 	 2
������عددان حقیقیان. 3و  1، حیث 

�4�1والتي تحُقق:   �∞	;��1على المجال  �الداّلة الأصلیة للداّلة  4ب) عیّن   2 .

0 1

1

x

y �5�
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2 

@ @

I (�  6داّلة معرّفة على  ��∞;�1� ∪ ��1; ����:  بِـ �0  �� 	 8
���    

تمثیلھا البیاني في مستوي منسوب إلى معلم   :(�9

   متعامد ومتجانس كما ھو مُبین في الشكل.
  . 6 عند الحدود المفتوحة لــ �)أ) احُسب نھایات  1 

 �ب) بقراءة بیانیة ودون دراسة اتجاه تغیرات    
  شكّل جدول تغیراتھا.

;0�داّلة معرّفة على المجال   �) 2    كما یلي:   �∞	

����  � 	 8
���.  

تمثیلھا البیاني في مستوي منسوب إلى معلم   :9�#

  متعامد ومتجانس.
  . ∞	  عند �أ) احُسب نھایة     

یقبل مستقیما مقاربا مائلا   :#�9ب) تحقّق من أنّ    

  یطُلب تعیین معادلة لھ. ∞	عند  �∆�
  . �جــ) ادُرس تغیرات    
II(  <  داّلة معرّفة على= �   كما یلي:  ?�1<

 <���  |�| 	 8
���  

lim)أ) احُسب 1  
A+→B

C�A�*C�B�
A ،lim

AD→B

C�A�*C�B�
A  ماذا تستنتج؟  

  أعط تفسیراً ھندسیاً لھذه النتیجة. ب)    
B� عند النقطة التي فاصلتھا ��∆�و ��∆� )اكُتب معادلتي المماسین2    0.  
  .���Cو ��∆�،  ��∆�)ارُسم 3  

Eوالمستقیمات التي معادلاتھا:   ���C)احُسب مساحة الحیز المستوي المُحدد بالمنحنى  4    0 ،�  �
�   

�وَ   � �
�. 

  

@ @
I(- كما یلي : = الداّلة العددیة المعرّفة على �لتكن����  2�� � 4�� 	 7� � 4       .  

lim )أ) احسب1  
�→*,

limو  ����
�→�,

����.  

  راتھا. ثمّ شكّل جدول تغیّ  = على �ب) ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة     
����  )أ) بیّن أنّ المعادلة2    0,7حیث   �تقبل حلاً وحیداً   0 H � H 0,8.  

  .����  إشارة � ب) استنتج حسب قیم العدد الحقیقي    

II( -كما یلي :  =  المعرّفة على � نعتبر الداّلة العددیة����  ��*����
���*����     

��لمتعامد والمتجانس  توي المنسوب إلى المعلم اتمثیلھا البیاني في المس :(�9و; � ; ! � .  

lim  )احسب1  
�→*,

limو ����
�→�,

����.  

2-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y
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3 

����: =  من � كل )أ) بیّن أنّھ من أجل2    �
� �� 	 1� 	 �*��

�����*�����.      

  یطُلب تعیین معادلة لھ.  �∆� یقبل مستقیما مقاربا مائلا :(�9ب) استنتج أنّ المنحنى     

  .�∆�و :(�9جــ) ادرس الوضع النسبي للمنحنى      

����J: =  من � )أ) بیّن أنّھ من أجل كل3    �#���
����*������  . � مشتقة الداّلة ′�حیث  

����نأخذ . (� ثم شكّل جدول تغیّرات الداّلة �  حسب قیم ���′� ب) استنتج إشارة     ≃ �0,1(  
���� المعادلة =  ثم حل في ���1  )احسب4    0.  

  . :(�9والمنحنى   �∆� )أنشئ المستقیم5  

���Kكما یلي:   = الداّلة المعرّفة على K  )لتكن6    ��*8�����*�
���*���� .  

  تمثیلھا البیاني في المعلم السابق. ���Aو
���K: = من �  أجل كل أ) تحقّق أنّھ من      ���� � 2.  

 .���A  بتحویل نقطي بسیط یطُلب تعیینھ، ثم أنشئ :(�9ھو صورة   ���A ب) استنتج أنّ     
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< <

< <

< <

< <

@ @
����   ،كما یأتي  �∞	;��1المعرّفة على المجال   �ھو التمثیل البیاني للداّلة العددیة  ���المنحنى  لدینا:   �� 	 3�� 	 3� � 1  .  

  : أ) بقراءة بیانیة-1

  :�����وَإشارة   ����د  یحدتو ؛�ل جدول تغیرّات الداّلة یشكت

	∞                               
�� � 0                              ��  � 

	∞   
                                                                                

                                                                     ��  

  ���� 

��0�  �وَ  �1 ���� � 0 .  

�من المجال   �ل وجود عدد حقیقي یعلتب) �; ������� ،یحُقق   �:  

0�على المجال   ومتزایدة تمامامستمرة  � �; ��� )  �∞	;��1على المجال   متزایدة تماما لأنھّا( 

��0�ولدینا:  ��  �1� ���� � ���0  :أي، 		0  � ���� ! 0  

0�من المجال   �وجد عدد حقیقي ، یحسب مبرھنة القیم المتوسطة إذن:; �������  ،یحُقق   0.    

  :  �∞	;���على المجال   �"��ج إشارة  اج) استنت
 �  ��                                 �                                 ∞	  في الجدول التالي:  �∞	;��1على المجال   ����نلُخص إشارة  

+  -    ���� 
���#  لدینا:-2  ()؛ وَ '��&$��&$�&'$�&%$  ;+�في معلم متعامد   #لـ تمثیل البیانيال �*�؛ �∞	;��1 ,-; .-� .  

�"�′/، �∞	;���من المجال   "تحقق أنّھ من اجل كل عدد حقیقي  الأ)   ��"��"&��1 : 

    ولدینا:، �∞	;��1على المجال  معرّفة وقابلة للاشتقاق #

 #2���  3�$'&4$&�5�$&��'6�����$&��3$%&�$'&�$&�5��$&��'�' 

                                                                       �$&��73�$'&4$&�5�$&��6�3$%&�$'&�$&�58�$&���$&��% 

                                  �$%&4$'&�$&�$'&4$&�6�$%64$'64$69�$&��%  $%&�$'&�$6��$&��%  :�$��$&��%  

  
  

+ 
+ + 

- 
- - 
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2 

�→"=>;ن دون حساب  یعیتب)    : النتیجة بیانیا ریفست و �6"���/�6"�/

lim$→B  لدینا: )�$�6)�B�$6B  #2���  :�B��B&��%  C�B&��%  0،  

ً  ؛�یقبل عند النقطة ذات الفاصلة  �*�المنحنى  :بیانيالر یفسالت یوازي حامل   أي: معدوممعامل توجھیھ  مماسا
  . محور الفواصل 

�"�/�E&→"=>;وَ  �"�/�D→6"=>;  ،باج) حس � �" 	   :النتیجتین بیانیار یفستو ���

����lim$D→6  بمأنّ: � 	 3�� 	 3� 	 2�  ���lim$D→6وَ  1 	 1��  ���lim$D→6�#فإنّ:، &0  	∞.  

�المستقیم ذو المعادلة   التفسیر البیاني:    .�*�لـ مقاربلتراتیب) (المُوازي لمحور ا �1

���#�lim$→&E  :لدینا � � �� 	 1��  lim$→&E 3$%&�$'&�$&�56�$&���$&��'�$&��'  lim$→&E ��$&��'  0   

Gالمستقیم ذو المعادلة   التفسیر البیاني:  � 	   . ∞	عند  �*�لـ مائل مقارب 1

  : /لداّلة ل جدول تغیرات ا یشكتد) 

���2#  لدینا:  ��  فإنّ:، �∞	;��1من المجال   �كل عدد حقیقي من أجل  ومنھ: %��&$��$�: 	 1�� � 0    

 �  ��                                 �                                 ∞	  ویكون: ؛�∞	;��1على المجال  ����من إشارة   ���2#إشارة  إذن:

+  -    #′��� 	∞                                                               	∞  
  

 #���     

  #��� 

���#lim$→&Eحیث:  lim$→&E $%$'  lim$→&E�  	∞.  

�أخذ ب -3 ≃ 0,26  

  :���6  إلى ���/ن مُدور یعیتأ) 

���#  نلاحظ أنّ:  ���#إذن:، '��&$��&�$�:  :�B�&��B&��'  ��B&��' ≃ 1,89.  

  : ��Mب) رسم المنحنى  
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3 

�"�/على الشكل   �"�/  ةباأ) كت-4  " 	 N 	 O�"&���  حیث ،N وO عددان حقیقیان : 

���#لدینا:   � 	 P 	 Q�$&��'  �$&R��$&��'&Q�$&��'  �$&R�3$'&�$&�5&Q�$&��'  $%&�R&��$'&��R&��$&R&Q�$&��' 

���#ولدینا من جھة أخرى:  SPبالمطابقة نجد: ، '��&$��&$�&'$�&%$ 	 2  3		2P 	 1  3P 	 T  UP ومنھ: 		2  1T  1
���#إذن:  � 	 1 	 ��$&��'.

���V ،والتي تحُقق �∞	;���  على المجال /الداّلة الأصلیة للداّلة   Vن یعیتب)   � : 

���#  لدینا: �  � 	 1 	 ���Wومنھ:  '��&$��  �� �� 	 � � �$&�	 X  حیثX   عدد حقیقي ثابت؛

� W�1�   معناه: 2
�� �1�� 	 1 � ��&�	 X  X  وبالتالي:؛ 2  1 

���Wإذن:  �� �� 	 � � �$&�	 1.

@ @

I (#  داّلة معرّفة علىY  ��∞;�1� ∪ ��1; ���#:  بِـ �0  �� 	  ؛�&9$

  :]  عند الحدود المفتوحة لــ /ب نھایات  ا)أ) حس1

���lim$D→6�#لدینا:  �  �����lim$D→6  لأنّ:، ∞	  �lim$D→6وَ  1
9$&�  	∞.

���lim$\→6�#لدینا:  �  �����lim$\→6  لأنّ:، ∞�  �lim$\→6وَ  1
9$&�  �∞.

���#lim$→6Eلدینا:  �  ����lim$→6E  لأنّ:، ∞	  lim$→6Eوَ  ∞	 9$&�  0. 

2 3 4 5 6 7 8 9 10-1-2
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  :ل جدول تغیراتھایشكت ،/ب) بقراءة بیانیة ودون دراسة اتجاه تغیرات  

0   ��   �∞ � 

-- #′��� 
  	∞ 

4 

  	∞ 

 �∞ 

#���
;0�داّلة معرّفة على المجال   �) 2 ����  كما یلي: �∞	  � 	 9$&�. 

 : ∞	 عند �ب نھایة  اأ) حس

�lim$→&E :بمأنّ  �  lim$→&Eوَ  ∞	 9$&�  ����lim$→&E:فإنّ ، 0  	∞. 

:یطُلب تعیین معادلة لھ ∞	عند  �∆�مستقیما مقاربا مائلا یقبل  �5[3تحقق من أنّ الب) 

���� بمأنّ: �  � 	 lim$→&Eوَ  �&9$ 9$&�  �����lim$→&Eأي: ،0 � ��  0
Gذو المعادلة  �∆�المستقیم  فإنّ:   .∞	عند  3�:5(المنصف الأوّل) مقارب مائل للمنحنى   �

;0�على المجال  معرّفة وقابلة للاشتقاق �  : �غیرات  ت ةساجــ) در  ولدینا:، �∞	

�2���  1 � 9����$&��'  �$&��'69�$&��'  �$&�&���$&�6���$&��'  �$&���$6���$&��'
��من إشارة   ����2إشارة  ومنھ: � ;0�على المجال  �1  لأنّ:؛ �∞	

�$&���$&��' � ;0�على   0 	∞� . 

	∞   1  0 � 

+ - �′���
;0� على المجال متناقصة تماما � إذن: ;1� على المجال  متزایدة تماما، و�1 ؛ �∞	

 � 0  1   ∞	  ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي:

+ - �′��� 	∞  4 

3 

����
II(  _  داّلة معرّفة على` � a�1b :كما یلي  _���  |�| 	 9$&�. 

�→dD=>;با)أ) حس1 e�d�6e���d،;<=d\→� e�d�6e���d: 

�limfD→C g�f�6g�C�f  limfD→C f&
hijk69f  limfD→C

�ilh��ijk�jhijkf  limfD→C f
'&f69f69&9f�f&��  limfD→C f6�f&�  �3

m2_ھو  0وَعددھا المشتق من الیمین عند   من الیمین 0قابلة للاشتقاق عند  _الة  الدّ  ومنھ: �0�  �3 .

�limf\→C g�f�6g�C�f  limf\→C
6f& hijk69f  limf\→C

l�ijh��ijk�jhijkf  limf\→C 6f
'6f69f69&9f�f&��  limf\→C 6f6nf&�  �5 

2:_ھو  0وَعددھا المشتق من الیسار عند  الیسارمن  0قابلة للاشتقاق عند  _الداّلة   ومنھ: �0�  �5 .
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  الاستنتاج:

2:_  بمأنّ:  �0� p _m2   .0غیر قابلة للاشتقاق عند  _الداّلة  فإنّ:، ��0

  : التفسیر الھندسي ب)
  . نصفي مماسینیقبل  ���g؛ والمنحنى نقطة زاویةھي  0النقطة ذات الفاصلة 

�"  عند النقطة التي فاصلتھا  ��∆�و  ��∆� معادلتي المماسین ةبا)كت2  � :  

Gمن الشكل   ��∆�معادلة  �  _:2 �0��� � 0� 	 :��∆� ومنھ: ��0_ G  �5� 	 4. 

Gمن الشكل   ��∆�معادلة  �  _m2 �0��� � 0� 	 :��∆� ومنھ: ��0_ G  �3� 	 4.  

  :�e[�و ��∆�، ��∆�)رسم 3

���_  لدینا:  |�| 	 9$&�  S� 	
9$&� ; � s 0																																					�� 	 9$&� ; � ∈ ��∞;�1� ∪ ��1; 0�  

���_ أي:  u����; � ∈ �0;	∞�																						#���; � ∈ ��∞;�1� ∪ ��1; 0�  

�من أجل   5(�3  ینطبق على ���g ذن:إ ∈ ��∞;�1� ∪ ��1;   ؛ �0

�من أجل   3�:5  ینطبق على وَ              ∈ �0;	∞�.  

  

v  والمستقیمات التي معادلاتھا �e[�ب مساحة الحیز المستوي المُحدد بالمنحنى  ا)حس4  � ،"  ��   

"وَ   � ��:  

)  لدینا: ) ( ) ( )

1 1
02 2

1 1 0
2 2

A k x dx f x dx g x dx

− −

= = +∫ ∫   ؛∫
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) ومنھ: ) ( )
1

02 2 2

1
0

2

1
4ln 1 4ln 1 4ln3

2 2 4

x x
A x x ua

−

     = − + + + + + = +    
    

. 

  

@ @
I(-: لدینا  ����  2�� � 4�� 	 7� � :)وَ  4  ��∞;	∞�.  

  :�"��E&→"=>;و  �"��6E→"=>; با)أ) حس1

����lim$→6E  لدینا:  lim$→6E�2���  ����lim$→&Eوَ  ∞�  lim$→&E�2���  	∞ .  

  :ل جدول تغیرّاتھایشكتثمّ  `  على � اتجاه تغیرّ الداّلة ةساب) در

���′�  لدینا:  6�� � 8� 	 7  

��6  ولدینا: � 8� 	 7 � ∆  سالب تماماممیزه  لأنّ ( 0 ��8�� � 4�6��7�  �104 ! 0 (  

����2، `من   �  من أجل كل وبالتالي: � 0.  

 �    ∞�                        �                               ∞	  ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي: ، `على   متزایدة تماما � الداّلة إذن:
+ �′��� 	∞      

                                  
                                                                �∞  

���� 
�"�� ن أنّ المعادلةابیت)أ) 2  ,�  حیث �تقبل حلاً وحیداً   � x ! � ! �, y:  
;0,7�على المجال   متزایدة تماماو مستمرة �  لدینا: �  )`على المجال  متزایدة تماما لأنھّا( �0,8

�u��0,7  ولدینا: �  �0,374��0,8�  ���0,7 أي: 0,064	  ��0,8� ! 0  

����  المعادلة، مبرھنة القیم المتوسطةحسب  إذن:  ;0,7�  في المجال �تقبل حلاً وحیداً   0 0,8�.  
  :�"��  إشارة " ج حسب قیم العدد الحقیقياب) استنت

 �    ∞�                            �                             ∞	  نجد:)أ) 2من جدول التغیرّات وحسب السؤال 

+ - ���� 
II( -: لدینا #���  $%6�$&��$'6�$&�، ()  ��∞,	∞�.  

;+�  المعلم المتعامد والمتجانسفي المستوي المنسوب إلى  #لـ   تمثیل البیانيال 5(�3و ,-; .-�.  

  :�"�/E&→"=>;و �"�/6E→"=>;  باحس )1

� lim$→6E#���  lim$→6E $%�$'  lim$→6E ��� ��   ؛∞�

� lim$→&E#���  lim$→&E $%�$'  lim$→&E ��� ��  	∞.  

�"�/ ،` من " كل  ن أنّھ من أجلابیت)أ) 2  �� �" 	 �� 	 �61"�3�"�6�"&�5:  

                                                                   لدینا:
�� �� 	 1� 	 �6�$���$'6�$&��  $&�� 	 �6�$���$'6�$&��  

- - -
 +  + 
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                                                 ومنھ:
�� �� 	 1� 	 �6�$���$'6�$&��  �$&��3�$'6�$&�5���$'6�$&�� 	 �6�$���$'6�$&��  

                                                                     �$&��3�$'6�$&�5&�6�$���$'6�$&��  

                                                              �$%6�$'&$&�$'6�$&�&�6�$���$'6�$&��  

                              �$%69$&����$'6�$&��  �3$%6�$&�5���$'6�$&��  $%6�$&��$'6�$&�  #���  

���#إذن:  �� �� 	 1� 	 �6�$���$'6�$&��.  

  : یطُلب تعیین معادلة لھ �∆�یقبل مستقیما مقاربا مائلا  5/[3  ج أنّ المنحنىاب) استنت

  لدینا:

z{|
{}#���  �� � 	 ��	 �6�$���$'6�$&��																													lim$→6E �6�$���$'6�$&��  lim$→6E6�$9$'  lim$→6E6�9$  0lim$→&E �6�$���$'6�$&��  lim$→&E6�$9$'  lim$→&E6�9$  0

:�∆�المستقیم   إذن:،  G  �� � 	 مُقارب   ��

  . ∞	وعند  ∞�عند   5(�3ل ـ مائل

�"�/ ندرس إشارة الفرق( :�∆�و 5/[3  الوضع النسبي للمنحنى  ةساجــ) در � v (  

���#  لدینا: � G  �� �� 	 1� 	 �6�$���$'6�$&��� ��� � 	 ���  �6�$���$'6�$&��   

��2  ولدینا: � 2� 	 1 � ∆(لأنّ ممیزه سالب تماما  0 ��2�� � 4�2��1�  �4 ! 0 (  
���#إشارة الفرق  وبالتالي: � G  �1من إشارة البسط � 3��  	∞                            

��                            �∞   � 

- + 1 � 3� 

-  +  #��� � G 3�)5  یقطع 5(�3          �∆�  فوقیقع  5(�3                         تحتیقع �∆�          �∆�  

الوضع  
 النسبي

�"�2/ ،` من " ن أنّھ من أجل كل ابیت)أ) 3  "��"�
3�"�6�"&�5� :  

���#  لدینا:  $%6�$&��$'6�$&� 

���′#                                                                      ومنھ:  3�$'6�53�$'6�$&�56�9$6��3$%6�$&�5��$'6�$&��' 

                                                            4$h64$%&�$'69$'&9$6�69$h&~$'69$&�$%69$&���$'6�$&��' 

                                                     �$h69$%&�$'69$��$'6�$&��'  $3�$%69$'&�$695��$'6�$&��'  $:�$���$'6�$&��'  

���2#إذن:  $:�$���$'6�$&��'.  

���/( :/  ل جدول تغیرّات الداّلةیشكتثم  "  حسب قیم �"�′/  ج إشارةااستنتب)  ≃ ��, � (  
  وھي ملخصة في الجدول التالي: �����من إشارة البسط  ���′#  إشارة
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	∞               �                      0                 �∞    � 

+ - � 

+ - ���� 
+  -  +  #′��� 

 �    ∞�                 0                      �               ∞	  تغیرّاتھا كالتالي:ویكون جدول 
+  -  +  #′��� 	∞                                       1   

  
                    #���                                      �∞              

#��� 
�"�/  المعادلة `  ثم حل في ���/ با)حس4  �  :  

��1#  لدینا: �  ���%6����&�����'6����&�  C�   ؛0

� #���   معناه: 0
�$6���$'&$6���$'6�$&�  0   

�� ومنھ:                        � 1���� 	 � � 1�  0   
� وعلیھ:                        � 1  ��أو  0 	 � � 1  0    

�  وبالتالي:                     �أو  1  6�6√n�  أو	�  6�&√n�    

���#حلول المعادلة   إذن:  �ھي:  `في  0  �؛ 1  6�6√n� ؛�  6�&√n� .  

  : �d[�  والمنحنى  5/[3  والمنحنى �∆�  المستقیم اءنشإ)5

 

����دینا: )ل6  $%69$'&�$6��$'6�$&� ،(f    تمثیلھا البیاني في المعلم السابق. ���fو؛ `

2 3 4-1-2-3-4-5

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

�]d� 

3]/5 � /��� 
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�"�d ،` من "  تحقق أنّھ من أجل كلالأ)   /�"� � �:  

���#                                                                                                  لدینا: � 2  $%6�$&��$'6�$&�� 2 

                      $%6�$&�6�3�$'6�$&�5�$'6�$&�  $%6�$&�69$'&9$6��$'6�$&�  $%69$'&�$6��$'6�$&�  ����    

����إذن:  #��� � 2.  

  :�d[�  اءنشإبتحویل نقطي بسیط یطُلب تعیینھ، ثم  5/[3 ھو صورة �d[�  ج أنّ اب) استنت

����  بمأنّ   #��� �  . -.�2بالانسحاب الذي شعاعھ  5(�3  صورةھو  ���f  فــإنّ  2
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< <

< <

< <

< <

@ @

����كما یلي: � الداّلة العددیة المعرّفة على � � � �1 	 

���
� .

;��تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   ����و ��; ��� .

فردیة. �أثبت أنّ الداّلة -)أ1

���′�لدینا:  �أثبت أنّھ من أجل كل عدد حقیقي -ب � 1 	 

���
����
.

 .�الة ادرس تغیرّات الدّ -جـ
. 0في النقطة ذات الفاصلة  ����للمنحنى   ���أكتب معادلة للمماس -)أ2

 یقبل نقطة انعطاف یطُلب تعیینھا.  ����واستنتج أنّ  ���بالنسبة إلى  ����أدرس وضعیة -ب

�ذو المعادلة  ���بیّن أنّ المستقیم -جـ � � 	 �′��، ثمّ استنتج معادلة ∞	في جوار  ����مُقارب للمنحنى  1
 المستقیم المقارب الآخر.

في المعلم السابق. ����و  �′��؛ ���أرسم  -د

3 (��كما یلي: �  الداّلة العددیة المعرّفة على��� � |�| �1 	 

���
�.

زوجیة. �بیّن أنّ الداّلة  -أ

في نفس المعلم السابق. �منحنى الداّلة   � ��ارسم   ����انطلاقا من -ب

@ @

I  نعتبر الداّلة العددیة(�� :كما یلي � المعرّفة على ��� � �! 	 6� 	 12.
�)ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة 1. 
� )بینّ أنّ المعادلة2��� � %حیث  %تقبل حلاً وحیداً   0 ∈ '(1,48;(1; ، ثمّ استنتج حسب قیم العدد-47

�  إشارة �  الحقیقي���. 

II كما یلي � المعرّفة على �  الداّلة العددیة)نعتبر: ���� � �./0
��1

;��تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   ����ولیكن  ��; ��� .

 .����lim�→�6و  ����lim�→/6 )أ) احسب1 

���′�، � كل عدد حقیقي ب) بیّن أنّ من أجل � � ���
���1�.

وشكّل جدول تغیرّاتھا. �ثمّ ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة 

�ذا المعادلة  �∆�)أ) بیّن أنّ المستقیم  2 �  .����مقارب مائل للمنحنى  �

.�∆�بالنسبة إلى   ����ب) ادرس وضعیة المنحنى 

 1! � �%��ثمّ استنتج حصرا للعدد   �%�� .) 3 
بینّ أنّ  %
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  . ����والمنحنى   �∆� )ارسم المستقیم4  

 ــ5   �والمستقیمات التي معادلاتھا  ����إلى مساحة الحیز المستوي المُحدد بالمنحنى  8)نرمز ب � % ،� � 0 

�وَ  � 0.  

�أثبت أنّ: من أجل كل       ∈ -%; 0' ،(3 : ���� :   :ثمّ بیّن أنّ  �%��
!
1%1 : 8 : (3%. 
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1 

< <

< <

< <

< <

@ @

����  نا:لدی � � �1 � 	
����  وَ  �	 � � � ��∞;�∞�. 

 ــ ����و ;��المتعامد والمتجانس  في المستوي المنسوب إلى المعلم  �التمثیل البیاني ل ��; ���.  

  فردیة: � اثبات أنّ الداّلة-)أ1
��  لدینا: �   ،  الصفر بالنسبة إلى  متناظرة �

�����ولدینا:  � ���� �1 � 	
�����	� � �� �1 � 	
��	� �   فردیة. داّلة  �  إذن:، �����

�  لدینا،  اثبات أنّھ من أجل كل عدد حقیقي  -ب′� � � " � "� #"�
 #" :  

����  لدینا: � � �1 � 	
��	� � � � �
��	  

����                                                                                         ومنھ: � 1 � 	$
��	� �%�
%�&'$�
��	�  

                 � 1 � 
��	� %�
%�&'��	 � 1 � 
%�&'�(%�
%�&'��	 � 1 � ��	������	�
��	 � 1 � 	���	�
��	 

�  دراسة تغیرّات الداّلة-جـ  :  

→�limلدینا:  �-���� � lim�→-� �1 � 	
��	� � →�limلأنّ:  ∞�- 	
��	 � →�limوَ  0-� � �∞.  

→�limوَ  فردیةداّلة  �  وبمأنّ -���� � ����-�→�limفإنّ:، ∞� � �∞.  

���′�، �من أجل كل عدد حقیقي  :ولدینا من جھة أخرى � / 0  .  

 �   ∞�                                                          ∞�  ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي: ، �على   متزایدة تماما �الداّلة  إذن:

+  �′��� �∞      
                       

                                                                �∞  

���� 
  :0في النقطة ذات الفاصلة  ���1  للمنحنى  ��0كتابة معادلة للمماس  -)أ2

3من الشكل   ��2معادلة  � �4�0��� � 0� � �5�4�0 :وبمأنّ ، ���0 � 1 � 	�6�	�
6�	 � 2
��0� � 0 �1 � 	
6�	� � 0       ،  

:��2فإنّ:                                                                               3 � 2�.  
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  بل نقطة انعطاف یطُلب تعیینھا:قی ���1واستنتاج أنّ   ��0بالنسبة إلى   ���1دراسة وضعیة  -ب

�ندرس إشارة الفرق  ( � � � #  (  

����  لدینا: � 2� � � �1 � 	
��	� � 2� � � �1 � 	
��	� 2� � � � 	
��	� 1�  

�9، �من أجل كل عدد حقیقي  � : �9 ومنھ: 0 � 1 : 1   

�9√ لیھ:عو                                                   � 1 : 1  

  وبالتالي:                                                 
	
��	 < إذن:  1

	
��	� 1 < 0             .  

���� إشارة الفرق إذن: �  �    ∞�                            0                             ∞�   �  عكس إشارة �2

+  - � 
-  +  ���� �   ��2          ��2 یقطع ����          ��2 فوقیقع  ����                        تحتیقع  ���� �2

  الوضع النسبي 

 یقبل نقطة انعطاف یطُلب تعیینھا:  ���1  استنتاج أنّ 

المماس  یخترق ���� أي، �وھي النقطة  التمّاسفي نقطة  ��2  غیرّ وضعیتھ بالنسبة إلى مماسھ ���� نلاحظ أنّ    . ����لـ ـ نقطة انعطافھو  �المبدأ  إذن:، �في المبدأ  ��2

<ذو المعادلة   �=�تبیان أنّ المستقیم -جـ �  �   :∞�في جوار   ���1  مُقارب للمنحنى  "

→�lim                                           لدینا:-����� � �� � 1�� � lim�→- ?� �1 � 	
��	� � �� � 1�@  

                � lim�→- �� � �
��	� � � 1� � lim�→- � �
��	� 1� � 0 

→�lim لأنّ:- �
��	 � lim�→- �
|�|B	 '%�

� lim�→- �
�B	 '%�

� lim�→- 	
B	 '%�

� 1 

3ذو المعادلة  ��Cالمستقیم  إذن: � � �   . ∞�في جوار  ����مُقارب للمنحنى  1

  المستقیم المقارب الآخر:   �′=�استنتاج معادلة  

كمستقیم مُقارب مائل بجوار  ��Cیقبل   ���� وبمأنّ ؛ �  متناظر بالنسبة للمبدأ ����  فالمنحنى، فردیة �الداّلة    .�بالنسبة إلى المبدأ  ��C نظیروھو  ∞�بجوار  �′�Cیقبل مستقیم مُقارب مائل آخر  فإنّھ ∞�

:��C  لدینا: 3 � � � :�′�C  وبالتالي: 1 �3 � �� � :�′�Cإذن: 1 3 � � � 1  .  

  في المعلم السابق:  ���1و  �′=�؛ �=�رسم -د
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3 

���D)لدیـــنا: 3 � |�| �1 � 	
���E وَ  �	 � � . 

  زوجیة: F  تبیان أنّ الداّلة-أ
�E  لدینا: � ،الصفر بالنسبة إلى  متناظرة �

����Dولدینا:  � |��| �1 � 	
|��|�	� � |�| �1 � 	
|�|�	� � |�| �1 � 	
��	� � D��� ،

  زوجیة. داّلة  D إذن:

في نفس المعلم السابق: Fمنحنى الداّلة   ��1Fرسم   ���1انطلاقا من -ب

���D  نلاحظ أنّ: � |�| �1 � 	
��	� � |�| �1 � 	
|�|�	� � ��|�|� 

�من أجل   ومنھ: ∈ ���D یكون �∞�;�0 � متناظر إلى محور، وھو ����على  ینطبق ���E  وعلیھ: ����

زوجیة.  داّلة D  لأنّ  التراتیب

@ @

I(: لدینا  D��� � �H � 6� � �Eوَ  12 � �. 

:

 .

 :
(

2 3 4-1-2-3-4

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

�1��
�1F�

  F  1(دراسة اتجاه تغیرّ الدّالة
لدینا: من أجل كل � من  �، 3���D4 0 / 6 � �9 ، إذن: الداّلة D متزایدة تماما على  � 
  �L ∈ ��", NO; �", NP  حیث L  ًتقبل حلاً وحیدا 	� � K�F 2(تبیان أن ّ المعادلة� � لدینا:  D مستمرة ومتزایدة تماما على المجال  ��47 ;�1 ;�1,48 )لأنھّا متزایدة تماما على 



  

  

  

 تقني رياضي.عبة: الش>IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII الحلولبكالوريات جزائرية) -العددية  والالد العبقري في الرياضيات (مجلة 

 

4 

�TD��1,48  ولدینا: � � �0,121792D��1,47� � �D��1,48 أي: �0,003477 $ D��1,47� V 0  

���D  ، المعادلةم المتوسطةالقیمبرھنة حسب  إذن: � Wحیث  Wتقبل حلاً وحیداً   0 ∈ ��1,48;�1,47�.  
 �    ∞�                            F� � :  �∞                            W  إشارة   استنتاج حسب قیم العدد الحقیقي

+  - D��� 
II(: لدینا  ���� � �X�Y����وَ  9 � � � ��∞;�∞�.    

 ــ ����و ;��  المعلم المتعامد والمتجانسفي المستوي المنسوب إلى  �التمثیل البیاني ل ��; ���.  

→ \]Zو  � ��-�→ \]Z )أ) حساب1-�� �:  

����-�→�lim  لدینا: � lim�→�- �X�� � lim�→�-� � →�limوَ  ∞�-���� � lim�→- �X�� � lim�→-� � �∞ .  

�،     كل عدد حقیقي ب) تبیان أنّ من أجل′� � �  F� �� ##�#  :  

                       لدینا:وَ  ،� لىع قابلة للاشتقاق �

 �′��� � �H������9���9����X�Y����9�� � H�]Y���9�]Y����9�� � �]Y��Y����9�� � ���XY�Y����9�� � �E������9�� 

  وتشكیل جدول تغیرّاتھا:  �  دراسة اتجاه تغیرّ الداّلة
 �    ∞�                W                      0                 ∞�  وھي ملخصة في الجدول التالي: ����Dمن إشارة البسط  ���′�  إشارة

+  - � 

+  - D��� 
+ -  +  �′��� 

;∞��على كل من المجالین اماً متزایدة تم �الداّلة  W�  َ�0و; ;�Wعلى المجال  متناقصة تماماً ، و�∞� 0�. 

 �    ∞�                W                      0                 ∞�  ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي:

+  -  +  �′��� �∞                                      ��W�          

  
                     �^                                        �∞              

���� 
<  ذا المعادلة �∆�)أ) تبیان أنّ المستقیم  2 � ��1  مقارب مائل للمنحنى  � :  

��-�→ \]Z  لدینا:� � �  � � Z[\ →�- ` ^�a ##�  b � Z[\ →�- ` ^�a� � ##� ## b � Z[\ →�-�# �a ## � Z[\ →�-�#  # � Z[\ →�-�# � K   

→ \]Z      وَ -��� � �  � � Z[\ →- ` ^�a ##�  b � Z[\ →- ` ^�a� � ##� ## b � Z[\ →-�# �a ## � Z[\ →-�#  # � Z[\ →-�# � K    

:�∆�المستقیم  إذن: 3 �   . ∞�وعند  ∞�عند  ����لـ مُقارب مائل �

�ندرس إشارة الفرق ( :�∆�بالنسبة إلى   ���1  ب) دراسة وضعیة المنحنى� � �   (    

����  لدینا: � � � �9��Y��9 � �9��H���9،   

����إشارة الفرق  وبالتالي: � ���2من إشارة البسط  � � 3�  
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�∞                           �3                           �∞   � 

+  - � � 3 

-  +  ���� �   �∆�          �∆� یقطع ����         �∆� فوقیقع  ����                        تحتیقع  ���� 3
    

الوضع  
  النسبي

�) تبیان أنّ  3�L� � #̂L :    

���W  لدینا: � cX�Yc�9 ،  

���W ومنھ: � H9W � cX�Yc�9� H9W � 9�cX�Y��Hc�c�9�9�c�9� � �cX�Yc�	99�c�9� � �E�c�9�c�9� � 0  

�D�W  لأنّ: � 0 .  

���Wإذن: � H9W.  

�استنتاج حصرا للعدد  �L� :  

�1,48  لدینا: V W V ���Wوَ  �1,47 � H9W ،:�1,48  وبالتالي $ H9 V H9W V �1,47 $ H9      

�2,22إذن:                                                                       V ��W� V �2,205.  

��1  والمنحنى �∆� م المستقیم)رس4� :  

5 (e   والمستقیمات التي معادلاتھا   ����مساحة الحیز المستوي المُحدد بــ� � W ،� � 3و  0 � 0.  

e  لدینا: � f �����C�6c  ّعلى المجال   تحت محور الفواصلیقع  ���� لأن�W; 0�.  

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

�1�� 

L 

��L� 
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∋ اثبات أنّ: من أجل كل   �L; K� ،�^ < �� � < ��L� :ّثمّ تبیان أن#̂L# < g < �^L :  

W :إذا كان  ،�من جدول تغیرّات الداّلة   < � < 0 ،  
���0  :فإنّ                                          < ���� < ��W� )على المجال  متناقصة تماماً  لأنھّا�W; 0� (  

�3وبالتالي:  < ���� < ��W� . 

����W ومنھ: < ����� < f  وعلیھ: 3 ���W�C�6c < f �����C�6c < f 3C�6c   

�hH9W�ic6  وبالتالي:                                          < e < �3��c6   

إذن:                                              
H9W9 < e < �3W. 
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< <

< <

< <

< <

@ @


	�كما یأتي:   �∞�;��1 الداّلة العددیة المعرّفة على المجال �� � 
 � 

√���
 .  

;�	في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  �منحنى الداّلة   ���� ��; ���.  

  .�) ادرس تغیرّات الداّلة  1

�معادلتھ:  ��	یقبل مستقیمین مقاربین أحدھما  ����بینّ أنّ المنحنى - )أ2 � 
.  

  .��	و ����أدرس الوضعیة النسبیة للمنحنى -ب  


یقطع محور الفواصل في نقطة وحیدة فاصلتھا   ����بینّ أنّ - )أ3�1,3حیث:    � 
� � 1,4.  

  في نقطة تقاطعھ مع محور التراتیب. ����مماسا للمنحنى   �∆	عیّن معادلة -ب  

  في نفس المعلم.  ����و �∆	أرسم  -جــ  


للمتغیرّ   0والتي تنعدم من أجل القیمة  �)أوجد الداّلة الأصلیة للداّلة 4 .  

	"بالعبارة:   �∞�;��1 الداّلة العددیة المعرّفة على المجال ") 5� � |�	
�|.  

  في المعلم السابق. "منحنى الداّلة   �$��

  ارسمھ في نفس المعلم السّابق. ، ثمّ ����انطلاقا من  �$��بیّن كیف یمكن إنشاء  -  


عدد وإشارة حلول المعادلة ذات المجھول   %)ناقش بیانیا حسب قیم الوسیط الحقیقي  6 :"	
� � %. 

  

@ @
. 
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1 

< <

< <

< <

< <

@ @

����  لدینا: � � � �√	
�  وَ  � � ��1;�∞�. ��;��  المعلم المتعامد والمتجانسفي المستوي المنسوب إلى  �منحنى الداّلة   � ��; ��� . 

  :�  ) دراسة تغیرّات الداّلة1


→	limلدینا:  � ���� � lim	→
 !� � �√	
�" � 
→	limلأنّ:  ∞� #�√	
� � 
→	limوَ  0 � � �∞. 

�����#→%	lim   وَ  � lim	%→#� !� � �√	
�" � �#→%	limلأنّ: ، ∞� #�√	
� � ��#→%	limوَ  ∞� � �1. 

 ،�∞�;��1من   �من أجل كل عدد حقیقي   ولدینا: �

�&��� � 1 � 2(# )*√+,)√	
�*- � 1 � ��	
��√	
� . 0. 

 �  �0  /�                             ∞� ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي: ، �∞�;��1على   متزایدة تماما �الداّلة  إذن:
+ �′��� �∞ 

�∞ 

����
4  معادلتھ، ��3یقبل مستقیمین مقاربین أحدھما  ���2 تبیان أنّ المنحنى-)أ2 � 5 :

�����#→%	lim  بمأنّ  � �المستقیم ذو المعادلة  فإنّ ، ∞� � ��) مُقارب لـالمُوازي لمحور التراتیب( �1�. 


→	lim  لدینا: ����� � �� � lim	→
 !� � �√	
�� �" � lim	→
 #�√	
� � 0 ،

6ذو المعادلة  ���المستقیم  إذن: �  .∞�عند  ���لـ ـ مائلمُقارب  �

���5ندرس إشارة الفرق ( :��3و  ���2  دراسة الوضعیة النسبیة للمنحنى-ب � 5 ( 

����  لدینا: � � � #�√	
� 7  .���المستقیم  تحت یقع  ���، �∞�;��1من  �من أجل كل   إذن: 0

,0  حیث، 58  یقطع محور الفواصل في نقطة وحیدة فاصلتھا ���2 بینّ أنّ -)أ3 : 7 58 7 0, ; : 

;�1,3على المجال   متزایدة تماماو مستمرة �  لدینا: � )�∞�;��1على  متزایدة تماما لأنھّا( �1,4

���1,3<ولدینا: � � �0,01��1,4� � ���1,3 أي: �0,10 ? ��1,4� 7 0
����  ، المعادلةالقیم المتوسطةمبرھنة حسب  إذن: � 1,3حیث:  /�  تقبل حلاً وحیداً  0 7 �/ 7 1,4.

1,3حیث:  /�یقطع محور الفواصل في نقطة وحیدة فاصلتھا  ���أي:  7 �/ 7 1,4.
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2 

  في نقطة تقاطعھ مع محور التراتیب:  ���2  مماسا للمنحنى �∆�تعیّن معادلة -ب

في النقطة ذات الفاصلة  ���مماس للمنحنى   �∆� إذن:  0فاصلتھا مع محور التراتیب  ���نقطة تقاطع المنحنى 

6، معادلتھ من الشكل  0 � �&�0��� � 0� � �A�&�0 :وبمأنّ ، ���0 � 1 � ��/
��√/
� � 2��0� � 0 � �√/
� � �2       ،  

:�∆�فإنّ:                                                                            6 � 2� � 2 .  

  في نفس المعلم: ���2و  �∆� رسم-جــ

  
  :5للمتغیرّ  0والتي تنعدم من أجل القیمة  �  )ایجاد الداّلة الأصلیة للداّلة4

  ھي الدوّال: �∞�;��1على المجال  �مجموعة الدوّال الأصلیة للداّلة 

 C��� � �� �� � 4√� � 1 � D، حیث  D  ّثابت حقیقي، ونعلم أنC�0� � D ومنھ: 0 � 4 

���Cإذن: � �� �� � 4√� � 1 � 4.  

���E  )لدینا:5 � G�وَ  |����| � ��1;�∞� ،��G�   منحنى الداّلةE .في المعلم السابق  
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3 

رسمھ في نفس المعلم السّابق: ، ثمّ ���2 انطلاقا من ��2H تبیان كیف یمُكن إنشاء-

���E  لدینا: � |����| � >����			; ���� J 0�����	; ���� K ���E أي:، 0 � >����			; � ∈ ��/; �∞������	; � ∈ ��1; �/� 

�من أجل   إذن: ∈ ��/; ���E فإنّ ، �∞� � ��على   ینطبق ���G وبالتالي: ����� ،

�ومن أجل   ∈ ��1; ���E فإنّ ، �/� � بالنسبة لمحور الفواصل. ���نظیر   ���G  وبالتالي: �����

�H�5، 5عدد وإشارة حلول المعادلة ذات المجھول   M)مناقشة بیانیا حسب قیم الوسیط الحقیقي 6 � MN: 

�O إذا كان � O أي: 0 �   تقبل حلا واحدا موجبا. المعادلة   فإنّ  0

0 إذا كان 7 O� 7 O أي: 2 ∈ P�√2;√2Q  ّتقبل حلین موجبین. المعادلة   فإن

�O إذا كان � O أي: 2 � Oأو  2√ �   تقبل حلین أحدھما موجب والآخر معدوم. المعادلة  فإنّ  2√�

�O إذا كان . O أي: 2 ∈ P�∞;�√2Q ∪ P√2;�∞Q  ّتقبل حلین مختلفین في الإشارة. المعادلة   فإن

@ @
.


