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 � الة كثیر حدود وبالتالي فھي مستمرة علىدّ  �  الةالدّ •
.��2;��3  على  مَ ثَ ومن  

�3
�	  :لدینا•� � �15�
�2� � �2 العدد كما نلاحظ أن  ،						0
�2
�وَ  ��3
� محصور بین العددین�. 

��المعادلة  مبرھنة القیم المتوسطةحسب  :إذن � 4� � �2  
  .��2;��3 في المجال  تقبل على الأقل حلاَ 

�@@Þb©@óÜÇ@bßb·@òjîmŠÛaë@ñŠàn�½a@ÞaëČ†Ûa��; ��@Z
òäç�ßZ 
;��  على مجال مستمرة ورتیبة تماماالة دّ  �  إذا كانت �� 


�وَ  ��
�  محصور بین  �  من أجل كل عدد حقیقي  ھفإنّ ��، 

�  المعادلة�� � ;�� في المجال  تقبل حلا وحیدا � ��.  

ZpbÄyýß 
(متزایدة تماما   مستمرة ورتیبة تماما � الةالدّ  كانتإذا  �
;�� متناقصة تماما) على مجال أو  جدول تغیراتھا فإنّ  ��

 یأخذ أحد الشكلین التالیین: 


�و ��
� محصور بین � من أجل كل عدد حقیقي  ��� ،

� المعادلة�� � ;�� في المجال ��  تقبل حلا وحیدا  � ��.

 �  الةدّ  في حالة  المبرھنة السابقة عدة تمدیداتتقبل  �
مفتوح من   أومفتوح  � على مجال مستمرة ورتیبة تماما

. غیر محدود   أو محدود ، إحدى الجھتین 
�×‰mZ 

الة تترجم استمراریة الأسھم المائلة في جدول تغیرات دّ 
 .على المجال المعتبرالة ورتابة الدّ 

ÞbrßZ)� @æî‹ánÜa@Þy01@™58(

وجدول، �∞�;��3على المجال  مستمرةداّلة  �لتكن  
  تغیرّاتھا كالآتي:

@@

@óäzä¾a@Čæc@æbîjm��� @@òÛaČ‡ÜÛ@Ýrà¾a�@@Šì«@Ýßby@ÉİÔí
Ôã@À@Ý–aìÐÛa@a‹—y@õbİÇg@kÜİŽí@µnÐÜn¬@µnİ
ZbàèînÜ–bÐÛ@ @


�@òÛ†bÈ¾a@Čæc@µjŽã أي:�� � 0@@µÜy@ÝjÔm

@Þb�a@À@µÐÜn¬��3;�∞�N

;��3على المجال  رتیبة تماما وَ مستمرة  �  ⌫ 0�   
;��3على المجال  تماما متناقصةمن جدول التغیّرات  لأنّھا:( 0� ( 

!  ولدینا: lim%&→(� �
�� � �∞
�
0� � 0 أي:، �2 ∈ ��2;�∞� 


�المعادلة حسب مبرھنة القیم المتوسطة  إذن:�� � 0 
;��3في المجال  �� تقبل حلا وحیدا  ؛�0

� أي:�وحیدة   ةفي نقط یقطع حامل محور الفواصل  �
�3، حیث  +*فاصلتھا   , �� , 0.

;�0على المجال  رتیبة تماما وَ مستمرة  �  ⌫ 2�   
;�0على المجال  متزایدة تمامامن جدول التغیّرات  لأنّھا:( 2�( 

0
�	  ولدینا:� � �2�
2� � 0
� أي:، �4� - �
2� , 0

�المعادلة حسب مبرھنة القیم المتوسطة  إذن:�� � 0 

;�0في المجال  .� تقبل حلا وحیدا  ؛�2
� أي:�وحیدة   ةفي نقط یقطع حامل محور الفواصل  �

0حیث  ، /*فاصلتھا   , �. , 2.

2
�0 :لدینا⌫� � 4	lim%→12 �
�� � 0 :أي، 2 ∉ �2; 4�

�المعادلة    إذن:�� � ;�2في المجال  ول قبل حللا ت 0 ؛ �∞�
� أي:�;�2المجال  في  قطع حامل محور الفواصللا ی  � �∞� .

ó–þ©aZ
�المنحنى  �ل محور الفواصل فيیقطع حام �الممثل للداّلة   �

�3 نقطتین مختلفتین فاصلتیھما , �� , 0وَ  0 , �. , 2.

¸bZåíŠ 56@[57@[58@[60@[61@[64@˜30M31N@@

@ @
�@òÏìÛdß@ÞaëČ…@pbÔn’ßZ

×bÕn’ýa@óïÝibÔ@pýbª@ @4′
*� �@4
*� �@
�0 �   )� ∈ �  (  �1 � �6�7(. �7 ) 6 ∈ 6و 8 9 2  ( 

��∞; ;�0 وَ  �0 �∞�� .
%:

.
%

��∞; ;�0 وَ  �0 �∞�  � 6�71. 
.
%;) 6 ∈ 6و 8 9 2  ( 

�0; �∞� .
<√%√�

��s?6� cAB� � cAB� s?6� 
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�@½a@pbÔn’Ûa@óÜÇ@pbîÜàÈÛaëÞaëČ†Z
ZïÛbnÛa@Þë‡§a@À@ò—ƒÜß@wöbnäÛa@ @ C وD  عدد   �و  �من  �  على مجال  قابلتان للاشتقاقداّلتان

@. حقیقي @
Ãì‹“Üa@ @óÕn“¾a@óÜač‡Üa@ @óïÝáÉÜa@ @@ @
@ @C′ � D′ C � D@Ëíáª

µnÜač†@ @ �C′�C @óÜač†@öa‡u
ðÕïÕy@†‡Éi@ @ CE. D � D′CC. D µnÜač†@öa‡u@ @

@óÜač‡ÜaC@ @
@�@ôÝÈلا تنعدم  @� CE

C< 
1C 

č†@líÝÕàóÜa@ @

@óÜač‡ÜaD@ @
@�@ôÝÈ@لا تنعدم @

CE. D � DE. CD<
CD @Þ–by

µnÜač†@óá�Ô@ @
wöbnãZ 

.�على   قابلة للاشتقاقكثیرات الحدود الدوّال  �
 محتوى كل مجالعلى  الناطقة قابلة للاشتقاقالدوّال  �

.في مجموعة تعریفھا

ÞbrßZ)� @æî‹ánÜa@Þy13@™59(

�@Šàn�üaë@òîÓbÔn‘üaòí‰aZ@ @
òî–b‚Z 

 مستمرة ھافإنّ ، �على مجال   قابلة للاشتقاق 4 إذا كانت
 وعكس ھذه الخاصیة لیس صحیح. على ھذا المجال 

ÞbrßZ)� @æî‹ánÜa@Þy02@™58(

� الةالدّ  ↦  ؛0مستمرة عند  |�|
  بینما النسبة

|I|J   لأن 0عند لا تقبل نھایة:  

limIK→�
|I|
I � �→&limI، وَ �1

|I|
I � �1 

�الة  الدّ  :ومنھ ↦  . 0 عند غیر قابلة للاشتقاق |�|
�@òj×Šß@òÛaČ…@ÖbÔn‘aZ@ @

@óÜač‡Üa@óÕn“à@NcD ∘ CZ@@@ @
æbç‹i@æë†@ÝjÔmI@òäç�ßZ 

Dالة الدّ  فإنّ ، ��
C  الاشتقاق على D  الةالدّ  وقبلت  �  من � الاشتقاق على مجال C  الةالدّ  إذا قبلت  ∘ C   تقبل الاشتقاق

 :� من �  ولدینا من أجل كل �  علىD ∘ C�E
�� � DE�C
��� - CE
��. 

ÞbrßZ  


�: بـِ  � فة علىالة المعرّ الدّ  �  لتكن ��� � 
2�< � ��M  
�  نلاحظ أنّ  � D ∘ C،  حیث C: � ↦ 2�< � � 

:Dوَ  � ↦ �M    


�E                           :منھ وَ �� � DE�C
��� - CE
��
        � DE
2�< � �� - CE
�� 

  � 4
2�< � ��� - 
4� � 1� 
ZpbÕïj2m@Nl@ @

@òÛaČ‡Ûa@òÔn“ß� ↦ C
�� � ��@@I� O 0HZ@ @
òäç�ßZ  

� عددان حقیقیان مع �و � O 0. C  ّمن � قابلة للاشتقاق على مجالالة د �. 
�� حیث  �  كون من الأعداد الحقیقیةالمجال المُ  P  كنلی � � 

 . �  ینتمي إلى
:�  الةالدّ  � ↦ C
�� � 
�E  ولدینا: P  على للاشتقاق قابلة ���� � �CE
�� � ��. 

ÞbrßZ  


�: بـِ  � فة علىالة المعرّ الدّ  �  لتكن ��� � cos
2� � 3�. 
@lb�yZòÔn“¾a@òÛaČ‡Ûa@ @ 
′� ولدینا: ، � علىوقابلة للاشتقاق  فة معرّ  الةدّ  ��� � �2 sin
2� � 3�

@òÛaČ‡Ûa@òÔn“ß� ↦ SC
��@Z@ @
òäç�ßZ  

 ،� من �  على مجال قابلة للاشتقاق C  الةالدّ  كانت إذا 
  تقبل الاشتقاق C√ الةالدّ  فإنّ  ،�  على موجبة تماما  وكانت 

�  ولدینا: �  على√C E � TU
<√T. 

ÞbrßZ  )� @æî‹ánÜa@Þy37@™61(


�: بـِ  � فة علىالة معرّ دّ  � ��� � √�< � 3. 
ZòÔn“¾a@òÛaČ‡Ûa@lb�y@ @ 
�E ولدینا: ، � علىوقابلة للاشتقاق  فة الة معرّ دّ  ��� � <%

<S%:1� � %
S�2�3 

@òÛaČ‡Ûa@òÔn“ß� ↦ �C
���7@@I6@@ÕÔ±@ïÈîj @†‡Ç 6 9 2ZH@ @
ßòäç�Z  

  فإنّ  ،� من �  على مجال للاشتقاققابلة  C  الةالدّ  كانت إذا 

 ولدینا: �  على تقبل الاشتقاق C7  الةالدّ C7�E � 6CEC7(.. 

ÞbrßZ  )� @æî‹ánÜa@Þy34@™61(


�: بـِ  � فة علىالة معرّ دّ  � ��� � 
�< � 2� � 3��. 
ZòÔn“¾a@òÛaČ‡Ûa@lb�y@ @ 
′�  ولدینا: ، � علىوقابلة للاشتقاق  فة الة معرّ دّ  ��� � 3
2� � 2�
�< � 2� � 3�<

@ @
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@òÛaČ‡Ûa@òÔn“ß� ↦ .
�T
%��;@@I6@@ÕÔ±@ïÈîj @†‡Ç

6 9 1H@ @
òäç�ßZ 

لا  و � من �  على مجال قابلة للاشتقاق C  الةالدّ  كانت إذا 
 الةالدّ  فإنّ  ،�  على تنعدم

.
T; ولدینا: �  على اقتقبل الاشتق  

V .
T;WE � � 7TU

T;XY. 

ÞbrßZ  


�: بـِ  � فة علىمعرّ الالة دّ ال � لتكن ��� � .

%:1��Z.  

ZòÔn“¾a@òÛaČ‡Ûa@lb�y@ @ 
′� ولدینا: ، � علىوقابلة للاشتقاق  فة الة معرّ دّ  ��� � � [
<%�

%:1��\

¸bZåíŠ 40@[78@˜61M66N@@

@ @
�@�ÌnÛa@êb£aë@òÔn’½aZ

òäç�ßZ@@Hæbç‹i@æë†@ÝjÔmI �  ّمن � على مجال قابلة للاشتقاقالة د �.

�E  ،� من �  من أجل كل كانإذا  ��� ] ما عدا ممكن    0

من أجلھا،  �الة من أجل عدد محدود من القیم التي تنعدم الدّ 
 .� علىمتزایدة تماما  � الةالدّ  فإنّ 

�E  ،� من �  من أجل كل إذا كان ��� , ما عدا ممكن   0

أجلھا،  من �الة من أجل عدد محدود من القیم التي تنعدم الدّ 
 .� علىمتناقصة تماما  �الة الدّ  فإنّ 

�E  ،� من �  من أجل كل إذا كان ��� � �الة الدّ  فإنّ  ،0

 .�  على  ثابتة
rßÞbZ  

�@òí†§a@áîÔÛa@òîÜ�aZ
ÑíŠbÈmZ@ �  ّعدد حقیقي من ��وَ  � من � فة على مجالالة معرّ د  �.

یعني  � الةللدّ  قیمة حدیة محلیة عظمى ���
�  القول أنّ  �
بحیث من   ��  ویشمل �  محتوى في P  أنھ یوجد مجال مفتوح


� ،P من � أجل كل�� ^ �
��� . 

� الةللدّ  قیمة حدیة محلیة صغرى ���
�  لقول أنّ ا �
 ��  ویشمل � محتوى في P  أنھ یوجد مجال مفتوح یعني


�، P من �  بحیث من أجل كل�� 9 �
���. 


� أنّ  یعني �لـِ قیمة حدیة محلیة  ���
�  القول أنّ  ����
. صغرى  أو قیمة حدیة محلیة عظمى

òäç�ßZ@@Hæbç‹i@æë†@ÝjÔmI �  ّمن �  على مجال مفتوح قابلة للاشتقاقفة والة معرّ د  �
 .�  عدد حقیقي من ��و 

  غیرة إشارتھامُ  ��  عند  ′4 الة المشتقةانعدمت الدّ  إذا �
 .� الةللدّ  محلیةقیمة حدیة  ���
� فإنّ 
	@pbÄyýßZ@  


�_  النقطة ��; �
دیة (الذروة)نقطة ح تسمى  ���
 یكون مُواز لحامل محور الفواصلعند ھذه النقطة  المماسو

`  معادلتھ ھي: � �
��� . 


�E  فإنّ  �� عند  قیمة حدیة محلیة � إذا قبلت  �� � 0 .

ÞbrßZ  )� @æî‹ánÜa@Þy28@™60(

)بـِ:  � فة علىالة المعرّ الدّ  � ) 3 22 12 1f x x x= + +. 
Zpa�ÌnÛa@ò�aŠ†@ @

3lim :لنھایاتا ( ) lim 2
x x

f x x
→+∞ →+∞

= = +∞، 
3lim ( ) lim 2

x x
f x x

→−∞ →−∞
= = −∞. 

 لدینا: و ℝقابلة للاشتقاق على معرّفة و �  الدالة المشتقة:
( ) 2' 6 24f x x x= +.

+∞            0                4−+∞  x

+  -+  '( )f x 

;∞��  على كل من المجالین متزایدة تماما � إذن: 4� 
;��4على المجال  امتناقصة تمام، و�∞�;�0وَ  0�.  

   :جدول التغیرات
+∞            0                4−            +∞  x 

+  -  +  '( )f x 

�∞  65 

1�∞( )f x 

�
�4� �  ،�  الةللدّ  قیمة حدیة محلیة عظمى 65
0
�وَ � �  .�  الةللدّ   قیمة حدیة محلیة صغرى 1
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�@äß@ÒbİÈãa@òİÔãóäzZ
Ñí‹ÈmZ@ 

òäç�ßZ@ �  ّعلى مجال مفتوحمرتین  قابلة للاشتقاقفة والة معرّ د  
 .��یشمل 
غیرة  مُ  �� عند  ′′4  الثانیة الة المشتقةانعدمت الدّ  إذا �

�النقطة التي إحداثییھا  فإنّ  إشارتھا��; �
تسمى  ��0
 .� الةلدّ لمنحنى ا نقطة انعطاف

¸bZåíŠ 67@[70@˜64M65N@@

@ @
�@ïÐÛfnÛa@kíŠÔnÛaZ

òî–b‚Z  .� فة على مجال مفتوحالة معرّ دّ  �
بحیث   εالة  توجد دّ  ھفإنّ  ،� من �  عند  الاشتقاق �  إذا قبلت 

�حیث  J من أجل كل عدد حقیقي � J ینتمي إلى  � 
 لدینا: 

( ) ( ) ( ) ( )f x h f x hf x h hε′+ = + )مع + )
0

lim 0
h

hε
→

=. 


� نكتب عندئذ: 0قریب من  J من أجل� � J� ≃ �
�� � J�E
��

�  یسمى�� � J�E

�لـِ  التقریب التآلفي ��� � J�  من

 .�  الةالدّ رفق ب، المُ 0 قریب من J أجل
�@ŠÛëc@òÔíŠ�Z

Ò‡�aZ
 . � الةلدّ  تمثیلات بیانیة تقریبیةإنشاء 

pbîİÈ¾aZ �`فة وَ معرّ  ′� � �
لدینا: 0 قریب من J . من أجل��� �
�� � J� ≃ �
��� � J�E
���.

�_ انطلاقا من ⌫��; 
�E  بحیث  ��`��� O نشئنُ  0 _.
�.; .�  ذات الفاصلة �̀. � �� � J تنتمي  التيو

�_ والمار من ���
�E  إلى المستقیم الذي معامل توجیھھ
)  بالتالي:و ) ( )1 0 0y f x hf x′= + . 


�   :وبما أنّ �� � J� ≃ �
��� � J�E
���
�  قریبة من ._فإن  0 قریب من �J من أجل��  . 

�>_  نشئالطریقة نُ بنفس  ⌫�. � J; �
�.� � J�E
�.�  ،

 .._  انطلاقا من

�7
7_ وھكذا على التوالي یمكن إنشاء النقط⌫; 7̀�
�7 حیث  � �7(. � J  َو( ) ( )1 1n n ny f x hf x− −

′= +

6 مع 9 1 .  
... نحصل على تمثیل بیاني ،>_ ،._  ،�_  بربط النقط

نحصل و. الخطوة الذي یسمى J مرتبط باختیار  �تقریبي لـِ 
  . 0ىأقرب إل J  كلما كانعلى أكثر دقة 

Þbrß@01Z )� @æî‹ánÜa@Þy41@™61 (

‡äÇ@ïÐÛfnÛa@kí‹ÔnÛa@‹í�m@0Z@ @
)3  نا:ید ل)1 ) (1 )f x x= + 

0
� التقریب التآلفي � J� ≃ �
0� � J�E
0�   
1
  :ومنھ  � J�� ≃ 
1 � 0�� � J
3
1 � 0�<� 
1
  إذن: � J�� ≃ 1 � 3J .  

)  لدینا:)2 ) 1f x x= +   
0
� التقریب التآلفي � J� ≃ �
0� � J�E
0� 

1√  :ومنھ  � J ≃ √1 � 0 � J V .
<√.1�W

1√  ن:إذ  � J ≃ 1 � I
< . 

  لدینا:)3
1

( )
1

f x
x

=
+

0
�التقریب التآلفي  � J� ≃ �
0� � J�E
0� 

  :ومنھ 
.

.1I ≃ .
.1� � J V� .


.1I�:W
  إذن:

.
.1I ≃ 1 � J . 

)  لدینا:)4 ) sinf x x= 
0
�التقریب التآلفي  � J� ≃ �
0� � J�E
0� 

sin  :ومنھ  � ≃ sin 0 � J
cos0�   
sin  إذن: � ≃ J .  
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1
�الة تحقق دّ  �  لتكن� � من  � أجل كل منو 0 �0;�∞�، �E
�� � .
% .

J  باستعمال طریقة أولر وباختیار خطوة • � 0,01   
ینتمي   � من أجل ��
�جدولا یتضمن القیم التقریبیة لـِ ل شكّ 
;�0 إلى  .�  لةاثم أنشئ تمثیلا تقریبیا للدّ  ،�5
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