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 د 30و سا 04المدة:

 

 :الآتیین الموضوعین أحد یختار أن المترشح على
 الأول الموضوع

 نقاط) 04التمر�ن الأوّل: (

]تماما على المجال  ومتزایدة معرفة f العدد�ة الدالة    بــ:  ∞+;0]
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 .( )fC   تمثیلها الب�اني في

)المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  ; , )O i j
 

)و  )D المعادلة  والمستق�م ذy x= .  

)العدد�ة المتتال�ة  )nu  0 �حدها الأولمعرفةu  :0حیث
1
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u =  

n : 1من أجل كل عدد طب�عي  و ( )n nu f u+ = 
 على حامل محور الفواصل مثّل الشكل المقابل ثمّ  أعد رسم .أ   )1

 .الإنشاءمبرزا خطوط   3uو 0u ، 1u  ،2uالحدود          
)ر المتتال�ة تخمینا حول اتجاه تغیّ ضع   ب.      )nu .وتقار�ها 

n: 1ه من أجل كل عدد طب�عي برهن أنّ  .أ )  2 1
2 nu≤ <  .  

)المتتال�ة بیّن أنّ  ب.      )nu  ّها متقار�ة.استنتج أنّ  متزایدة تماما، ثم  

)العدد�ة المتتال�ة  )3 )nv  على معرفة :بـ 
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) المتتال�ة برهن أنّ     )nv 9 هندس�ة أساسها
5

 .0v طلب تعیین حدها الأول�ُ  

 .n بدلالة nu استنتج ع�ارة ثمّ  n بدلالة nv كتب ع�ارةا . أ  )4
) حسب نها�ة المتتال�ةا .ب      )nu                                           . 

 نقاط) 04الثاني: ( التمر�ن
1نعتبر المعادلتین :   

...693 216 738 ( )x y E− 2و  =
...77 24 82 ( )x y E−  .صح�حانعددان  yو  xحیث   =

)1المعادلتین  و استنتج أنّ  PGCD(216;693) دجِ  )1 )E 2و( )E  .متكافئتان 

)2 للمعادلة حلّ  (3;2) الثنائ�ة ق أنّ تحقّ  )2 )E  ّها في أوجد حلول ثم .  
) د الثنائ�اتجِ  )3 ; )x y 2 لمعادلةول احل( )E  54 :قحقّ تُ التيy x− ≤ . 

68β كتب�ُ  اطب�ع� اعددNل�كن  )4 α 1و �كتب  9نظام ذي الأساس في ال 0αβ α 6 ظام ذي الأساسنفي ال. 
  عددان طب�ع�ان.  βو αحیث      
 في النظام العشري. Nالعدد كتب، ثمّ ا βو α د العددینجِ      
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 نقاط) 05التمر�ن الثالث: (
 .2،  3،  3 مرقمة بـ: كر�ات خضراء  ثلاث و 2 ، 2، 2 ، 2مرقمة بـ: كر�ات حمراء  أر�ع�حتوي ك�س على 

 نسحب عشوائ�ا في آن واحد كر�تین من هذا الك�س. ، ات لا نفرق بینها �اللمس�الكر 
 "الحصول على كر�تین مختلفتین في اللون" Bو   "الحصول على كر�تین تحملان نفس الرقم" A  ین:دثنعتبر الح  )1 

 .Bو  A الحدثین كل من حسب احتمالا.  أ    

4قم ومختلفتین في اللون �ساوي  نفس الرّ  احتمال الحصول على كر�تین تحملان ن أنّ بیّ  .ب    
21

. 

  .مختلفتین في اللون  وأقم نفس الرّ  استنتج احتمال  الحصول على كر�تین تحملان .جـ    
 قمین الظاهر�ن على الكر�تین المسحو�تین.داء الرّ جُ  سحبر العشوائي الذي یرفق �كل المتغیّ  Xل�كن  )2

 .Xر العشوائيلمتغیّ لحتمال الاعرّف قانون     
  6ء رقمیهما داجُ ، إذا كان دینار 2xیر�ح   4ء رقمیهما داجُ �قوم لاعب �سحب كر�تین:  إذا كان  ،لع�ة في )3

 )عددان طب�ع�ان غیر معدومین y و x( .  دینار 130 یخسر  9ء رقمیهما داجُ و إذا كان  دینار 2y یخسر     
 حتى تكون هذه اللع�ة عادلة. yو  x من ن ق�مة كلّ عیّ      

 نقاط) 07التمر�ن الرا�ع: (
I( العدد�ة الدالة g  معرّفة على المجال] )بـ :  ∞+;0] ) 1 2lng x x x= − + +. 

 .g درس اتجاه تغیرات الدالةا )1
)استنتج إشارة  ثمّ  g(1) حسبا )2 )g x  حسب ق�مx  المجالمن ] [0;+∞. 

II(  العدد�ةالدالة f  ّفة على معر] 1   بـ :  ∞+;0] ( 2)ln( ) x xf x
x

− + −
=. 

     ( )fC   تمثیلها الب�اني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ; , )O i j
 

 
حسب ا . أ ) 1

0
lim ( )

x
f x

→>
 فسّر النتیجة هندس�ا. ثمّ  

حسب ا .ب     
  + 
lim ( )

x
f x

→ ∞
. 

[من   x ه من أجل كل عدد حق�قيبیّن أنّ  أ .  )2 [0;+∞:   2
( )'( ) g xf x
x

=. 

 راتها.شكّل جدول تغیّ  ثمّ  fر الدالة عیّن اتجاه تغیّ  .ب     
)ل�كن  )3 )Γ  الممثّل للدالةالب�اني المنحنى : lnx x  على المجال] [0;+∞. 
]حسب ا . أ         ]

  + 
lim ( ) ln

x
f x x

→ ∞
 فسّر النتیجة هندس�ا. ، ثمّ −

)لمنحنىا �ةدرس وضعا .ب         )fC لمنحنى ا إلى �النس�ة( )Γ. 
)المنحنى  بیّن أنّ  )4 )fC  قطع حامل محور الفواصل في نقطتین فاصلتاهما�α وβ  ّثمّ تحقّق أن ، : 

          0,5 0,6α< 2,9 و  > 3β< <. 
)رسم ا )5     )Γ  ّثم ( )fC. 
 

 انتهى الموضوع الأول
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 الثاني الموضوع
 

 
 نقاط) 04التمر�ن الأول: (

أر�ع  و  2 ، 2،  1تحمل الأرقام  ءحمراات �كر  وثلاث  2 ، 1قمین تحملان الرّ  خضراو�نتین �كر على �حتوي ك�س 
 ) لا نفرق بینها �اللمسمتماثلة  ات�الكر (   .4 ، 3،  3 ، 2الأرقام تحمل  ب�ضاءات �كر 
I (  ات في آن واحد�كر  3نسحب من هذا الك�س . 

 ن:یالتالی B و A دثیناحسب احتمال كل من الح )1

     A ":  ات من نفس اللون �كر  3الحصول على ". 
     B الأقلعلى  ب�ضاء ة�كر :" الحصول على ".  

 سحب أكبر الأرقام المحصل علیها. ر العشوائي الذي یرفق �كلّ المتغیّ  Xل�كن  )2
 : بیّن أنّ .  أ          33 7P X     ّر العشوائيلمتغیّ لحتمال الاقانون  رّفعثمX. 

 .Xالعشوائير احسب الأمل الر�اض�اتي للمتغیّ . ب        
II( ات على التوالي دون إرجاع.�كر   3 الآن سحبن 
 . زوجي" عدد داؤهاأرقام جُ  3" الحصول على  :دثالح Cل�كن      
  . Cاحسب احتمال      
 
 

 نقاط) 04الثاني: ( التمر�ن
 .5 على 3n بواقي القسمة الإقلید�ة للعدد n ادرس حسب ق�م العدد الطب�عي . أ  )1
2020لعدد: لالإقلید�ة قسمة الاستنتج �اقي  .ب      14418 2 3 1− ×  .5 على −
13حیث:  na الطب�عي العدد ، نعتبر nمن أجل كل عدد طب�عي  )2 4n

na += +. 
]: �كون  التي من أجلها n ةد الطب�ع�اعدالأعیّن       ]0 5na ≡. 

7 حیث: nb الطب�عي نعتبر العدد )3 5n nb a= + . 
 .nbو na الق�م الممكنة للقاسم المشترك الأكبر للعددین عیّن أ .        

]بیّن أنّ:  ب.     ]0 5na ]  إذا وفقط إذا كان ≡ ]0 5nb ≡. 
 أولیّین ف�ما بینهما. nb و naالتي من أجلها �كون  n ةد الطب�ع�اعداستنتج الأ جـ.        
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 نقاط) 05التمر�ن الثالث: (

)ة العدد�ة المتتال� )nu  0 معرفة �حدّها الأولu  :0حیث
1
2

u n : 1 من أجل كل عدد طب�عي و  =
43

2n
n

u
u+ = −
+

 . 

n  : 1 برهن �التراجع أنّه من أجل كل عدد طب�عي )1 2nu− < <  

n : 1 بیّن أنّه من أجل كل عدد طب�عي . أ  )2
(2 )(1 )

2
n n

n n
n

u uu u
u+

− +
− =

+
  

) المتتال�ةحدّد اتجاه تغیّر  .ب      )nu   ّاستنتج أنّها متقار�ة. ثم 

)ة العدد�ة المتتال� )3 )nv  على  معرفة  : بــ 
1

n
n

n

uv
u

α+
=

+
 عدد حق�قي. αحیث  ، 

)حتى تكون المتتال�ة  α وجدا أ .      )nv 1 هندس�ة أساسها
4

 .0vحدّها الأول احسب ثمّ ،  

n:  2 أنّه من أجل كل عدد طب�عيعندئذٍ بیّن   ب.   4 1
4 1

n

n nu × −
=

+
احسب  ،  ثمّ 

  + 
lim nn

u
→ ∞

 

 
 نقاط) 07التمر�ن الرا�ع: (

] المجال فة علىمعرّ  fالعدد�ة الة الدّ     [1;− )21    بـ : ∞+ ) 1 (2 1)
4

xf x x e−= − + −  

 ( )fC  تمثیلها الب�اني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ; , )O i j
 

 .) cm 2وحدة الطول  ( 
] من المجال xعدد حق�قي  بیّن أنّه من أجل كلّ  . أ )1 [1;− +∞  :  '( ) (1 )(2 1)x xf x e e− −= − +. 

)'شارة اادرس  ب.    )f x  ّالة ر الدّ واستنتج اتجاه تغیf. 
احسب  جـ.   

  + 
lim ( )

x
f x

→ ∞
 .fالة رات الدّ جدول تغیّ  لشكّ  ثمّ  

)بیّن أنّ المستق�م  أ . )2 3 : ذا المعادلة ∆(
4

y x= ) مقارب مائل للمنحنى  − )fC. 

)ادرس وضع�ة  .ب    )fC  لمستق�م إلى ا�النس�ة( )∆. 
)الب�اني بیّن أنّ المنحنى )3 )fC  قبل مماسا�( )T ا للمستق�مواز�م (  طلب كتا�ة معادلة له.�ُ  ∆(
)الب�اني بیّن أنّ المنحنى )4 )fC   طلب تعیینها.�ُ  نعطافا�قبل نقطة 
)ارسم  )5 )∆ ، ( )T الب�اني المنحنى و ( )fC. 
)  التي من أجلها تقبل المعادلة : m ق�م ن مجموعةعیّ . احق�ق� اوس�ط mل�كن )6 )f x x m=  حلین مختلفین.  +
 

 
 
 
 

 

 انتهى الموضوع الثاني
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 العلامة
)الأوّلعناصر الإجا�ة (الموضوع   

 مجزأة مجموعة
 

 نقاط) 04: (الأوّلمر�ن التّ  

0.75 
 ى على محور الفواصلالأوّلكل وتمثیل الحدود الأر�عة نقل الشّ أ)  ) 1 0.5
): تخمینوضع ب)          0.25 )nu

 متزایدة تماما ومتقار�ة. 

1.5 

:  nھ من أجل كل عدد طبیعي البرھان أنّ  أ) )2 0.5
1 1
2 nu≤ < 

 

0.5 
 
 

0.25 

:nلدینا:  من أجل كل عدد طبیعي  ب) 
( )2

1 2

3 4 5

4 5

n n

n n

n

u u
u u

u
+

− +
− =

+
  

23وبما أن  4 5 0nu− + )فإن < )nu  .(تقبل كل طریقة صحیحة للحل) متزایدة تماما 
) المتتالیة استنتاج أنّ      0.25 )nu .متقاربة 

0.75 0.5 
n  :1من أجل كل عدد طبیعي  ) 3 0.25

9
5n nv v+ )ومنھ  = )nv ھندسیة أساسھا 

9
0  و   5

1 
3

v = 

1 

0.25 
 

0.5 
: nvعبارة الحد العام  ) أ ) 4

1 9
3 5

n

nv  = ⋅ 
 

  و            
1

51 3
9

n nu =
 +  
 

 

lim ب)     0.25 1nn
u

→+∞
= 

 نقاط)  04: ( الثّانيمر�ن التّ 
0.75 0.5+ 

(216;693) نجد: )1 0.25 9PGCD )1  :اج واستنت    = )E 2و( )E متكافئتان    

1 
0.25 

 

0.75 

)2 للمعادلة حلّ  (3;2) نائ�ةالثّ  ق أنّ حقّ التّ   )2 )E  
)2و حلول المعادلة  )E  في   :24)هي الثنائ�ات 2;77 3) ;  k k k+ + ∈ 

0.75 0.75 
54y: لدینا) 3 x− }  كافئ�  ≥ }k 1;0;1∈ −   

}الي: التّ و� }( ; ) ( 22; 74), (2;3), (26;80)x y ∈ − − 

1.5 

 

2x0.5 

 
0.25 

 
0.25 

4 (9
729 55868N α ββ α= = +  و   +

6
217 36 12961 0N α βαβ α= = + +  

0 مع       6α≤ 0  و  > 6β< <  

729 لدینا:  558 217 36 1296α β α β+ + = + 693 تكافئ + 216 =738 β α− :ومنه   

3α 2β و  = 2019N و  = = 
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 العلامة
 مجزأة مجموعة )الأوّلعناصر الإجا�ة (الموضوع 

 نقاط) 05: (الثّالثمر�ن التّ 

1.5 2x0.75 1( 11( )
21

P A =  ،
12( )
21

P B =. 

1 
) أ) 2 0.5

1 1
4 1 4( )
21 21

C CP A B ×
= = 

)  : الاستنتاجب)     0.5 ) 19( ) ( ) ( )
21

P A B P A P B P A B= + − =  

1.5 

 

0.25 
 

1.25 

} هي X مجموعة ق�م) 3 }4;6;9
    

 :اليالتّ معرف �الجدول  X وقانون احتمال
 
 

9 6 4 ix 

1
21

 
10
21

 
10
21

 ( )iP X x=
 

1 2x0.5 4 (  ّ2ع�ة عادلة من أجل تكون الل 2 13x y− 7xومنھ:   = = ،6y =. 
 نقاط) 07( :را�عمر�ن الالتّ 

0.75 

 

0.5 
 

0.25 

I( 1( من أجل كل x  من] [0;+∞:  
2( ) xg x

x
+′ )و = ) 0g x′ > 

[متزایدة تماما على  gومنھ         [0;+∞. 
(1): نجد ) 2 0.25+0.75 1 0g = ،( )g x تماما على  سال�ة] [موج�ة تماما على و  1;0] [1;+∞ 

1 
2x0.25 II( 1(  (أ 

0
lim ( )
x

f x
→

= 0xالمعادلة  . المستق�م ذي∞+ )مقارب للمنحنى  = )fC    

lim ب)           0.5 ( )
x

f x
→+∞

= +∞. 

1.25 

[من  xعدد حق�قي  أجل كلّ من ) أ) 2  0.5 [0;+∞  :2

( )( ) g xf x
x

′ = 

[ علىمتناقصة تماما  fالة الدّ  ب)       0.5 ] علىومتزایدة تماما  1;0[ [1;+∞ 
 غیراتالتّ جدول           0.25

1.5 

]   ) أ)3       0.5 ] 1 2lnlim ( ) ln lim 0
x x

xf x x
x x→+∞ →+∞

− − = − = 
 

. 

)فسیر الهندسي: المنحنى التّ               0.25 )Γ مقارب للمنحنى( )fC بجوار+∞  
 

.250  
 

0.25 
 

 
0.25 

 
 

 لدینا:ب)       
1( ) ln (1 2ln )f x x x
x

− = − +  

)  المقدار  شارةإ           ) lnf x x− 

)�كون المنحنى )fC  فوق( )Γ على المجال
1

20;e
− 

 
 

)و تحت   )Γ  على
1

2 ;e
− 
+∞ 

 
 

  و    
1

2 1( ) ( ) ;
2fC A e

−  − Γ =   
   

 
  
 

 6من  2صفحة 
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العلامة   
 مجزأة مجموعة )الأوّلعناصر الإجا�ة (الموضوع 

0.75 
0.5 

  0.25  
 
 

)أن المنحنى تب�ان) 4     )fC یتقاطع مع حامل محور الفواصل في نقطتین 
   βو αفاصلتیهما            

0.5ق أن: حقّ التّ و         0.6α< 2.9و  > 3β< < 

 
 

 
 

0.75 

0.25 
 

0.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

)رسم    )5   )Γ  

)رسم           )fC 
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العلامة   
)الثّانيعناصر الإجا�ة (الموضوع   مجزأة مجموعة 

 نقاط) 04: (الأوّلمر�ن التّ 

1.25 

 
0.25 

 
2x0.5 

I( 1(  : 3لدینا عدد الحالات الممكنة
9 84C = 

)5نجد:       )
84

P A =     ،5 37( ) 1
42 42

P B = − = 

2.25 

0.25 
 

0.75 
 

2x0.5 

4 3 2 ix 
7
21

 9
21

 5
21

 ( )iP X x= 

   4 و 3،  2 هي X ق�م  )أ) 2  

          
3
7

( 3)P X = =
 

 : X وقانون احتمال      

65  ب)     0.25
( )

21
E X = 

0.5 2x0.25 II(  :9عدد الحالات الممكنة
3 504A 4و منه:   =

3 20( ) 1 21504
A

P C == − 

 نقاط) 04: (الثّانيمر�ن التّ 

1.5 
 

1 

 :5على  3nدراسة بواقي قسمة  ) أ)1
4n من أجل    k=  نجد [ ]3 1 5n 4  من أجل ،          ≡ 1n k= ] نجد  + ]3 3 5n ≡ 
4  من أجل    2n k= ] نجد  + ]3 4 5n 4 من أجل،     ≡ 3n k= ] نجد  + ]3 2 5n ≡ 

2020�اقي قسمة العدد:  ب)     0.5 14418 2 3 1− ×    4  هو  5على  −
] لدینا:) 2 0.75 0.75 ]0 5na 4:  �كافئ ≡ 3n k=  عدد طب�عي k و +

1.75 

 5و 1 هي nbوnaالق�م الممكنة للقاسم المشترك الأكبر للعددین ) أ)3 0.5
]:ب�ان أنّ  ب)     0.5 ]0 5na ] اذا وفقط اذا كان ≡ ]0 5nb ≡ 
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0.25 

 
0.25 

 �كون القاسم المشترك الأكبر للعددین جلها أمن التي  nق�م العدد الطب�عي جـ)    
 na وnb 4 هي 5هو 3n k=  الي:  التّ ، �عدد طب�عي k و +

 هي: ول�ان ف�ما بینهماأ nbو naجلها أمن التي  nالعدد الطب�عي  ق�م  
      4n k=، 4 1n k= 4و + 2n k=  طب�عيد عد k مع  +
 نقاط) 05: (الثّالثمر�ن التّ 

n :1راجع، انّه من اجل كل عدد طب�عيالتّ ن �ابره )1 1 1 2nu− < < 

1.25 

): nجل كل عدد طب�عيأانّه من ب�ان ) أ ) 2 0.5 )( )
1

2 1
2

n n
n n

n

u u
u u

u+

− +
− =

+
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0.25 

)لمتتال�ةاب)      )nu متزایدة تماما على. 
)المتتال�ة الاستنتاج:        )nu متزایدة تماما ومحدودة من الأعلى فهي متقار�ة 
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 لدینا: ) 3
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uv
u

α+
=

+
 عدد حق�قي. αحیث

) حتى تكون  α ق�مة أ)    )nv  1ساسهاأهندس�ة
4 

 .−2  هي

0 ونجد        1v = − 
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2 :منب)  
1

n
n

n

uv
u
−

=
+

2: نجد  
1

n
n

n
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v
+

=
−

 ولدینا:  
1
4

n

nv  = −  
 

  

2:�التالي                4 1
4 1

n

n nu × −
=

+
 

 

                
ونجد:

  
lim 2nn

u
→+∞

= 

 نقاط) 07: (را�عمر�ن الالتّ 

2 

]من  x ب�ان أنه من أجل كلّ  ) أ)1 0.5 [1;− +∞:  '( ) (1 )(2 1)x xf x e e− −= − + 
0.5 

 
0.25 

)' ب)      ) 0f x ]على  > )' و : −0;1] ) 0f x [ على < (0)'مع:   ∞+;0] 0f = 

]متناقصة تماما على   fالة الدّ  الاستنتاج:   ]و متزایدة تماما على   −0;1[ [0;+∞ 
0.5 

 
0.25 

limجـ)      ( )
x

f x
→+∞

= +∞ 
غیراتالتّ جدول        

 

1.25 

3limلدینا: ) أ) 2 0.5 ( ) ( ) 0
4x

f x x
→+∞

 − − =  
)ومنه   ) مقارب مائل لـ ∆( )fC 
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)3 من إشارةب)     ) ( )
4

f x x − −  
  

) نجد:        )fC  فوق ( ]على  ∆( )و   −0;1] )fC  تحت( [على ∆( [0;+∞  

)3و          ) ( ) 0;
4fC A  ∆ = −  
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)' لدینا:) 3 ) 1f x ln�كافئ:  = 2x ) اليالتّ �  = )fC  قبل مماسا�( )T  یوازي ( )∆ 
ln فاصلتهاالتي  قطةالنّ  في     2  

) و        ) : 1T y x= −   

1.25 
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]من  x من أجل كل لدینا:) 4 [1;− +∞:  ''( ) (4 1)x xf x e e− −= −   

lnتنعدم عند f''و  15lnاليالتّ رة إشارتها �مغیّ  4 4; ln 4
6

w − + 
   نقطة انعطاف  
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) حلول المعادلة) 6 )f x x m= ) هي فواصل نقط تقاطع  + )fC والمستق�م ذي 
y المعادلة x m= +  

 �كافئن ن مختلفاحلاّ للمعادلة الي التّ � 
31;
4

m  ∈ − −  
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